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функции и предельные 

теоремы 



Характеристическая функция 

Характеристической функцией случайной величины 𝑋𝑋 называется 
функция  𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑡𝑡) = 𝑀𝑀𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,  𝑡𝑡 ∈ ℝ,  𝑖𝑖 – мнимая единица. 

Пример: для биномиального распределения 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = �𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐶𝐶𝑛𝑛
𝑗𝑗𝑝𝑝𝑗𝑗𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=0

= �𝑞𝑞 + 𝑝𝑝𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖�𝑛𝑛. 

Пример: для экспоненциального распределения 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = � 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝜆𝜆𝑒𝑒−𝜆𝜆𝜆𝜆 𝑑𝑑𝑥𝑥
+∞

0
= 𝜆𝜆� 𝑒𝑒(𝑖𝑖𝑖𝑖−𝜆𝜆)𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

+∞

0
=  

𝜆𝜆
𝜆𝜆 −  𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

Пример: для стандартного нормального распределения 

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = � 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖  
1

√2𝜋𝜋
 𝑒𝑒−𝑥𝑥2 2⁄ 𝑑𝑑𝑥𝑥

+∞

−∞
= [ 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 − 𝑖𝑖𝑖𝑖 ] = 𝑒𝑒−𝑡𝑡2 2⁄ . 



Свойства характеристических функций 

Теорема: 
1) 𝑓𝑓(0) = 1; 
2) |𝑓𝑓(𝑡𝑡)| ≤ 1; 
3) 𝑓𝑓(𝑡𝑡) непрерывна; 
4) 𝑌𝑌 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  ⇒  𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑋𝑋(𝑎𝑎𝑎𝑎); 
5) 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋1 + 𝑋𝑋2, 𝑋𝑋1 и 𝑋𝑋2 – независимые  ⇒  𝑓𝑓𝑌𝑌(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓𝑋𝑋1(𝑡𝑡)𝑓𝑓𝑋𝑋2(𝑡𝑡); 

6) ∃ нач. момент 𝑚𝑚𝑛𝑛  ⇔  ∃𝑓𝑓(𝑛𝑛)(0) = 𝑖𝑖𝑛𝑛𝑚𝑚𝑛𝑛. 

Теорема непрерывности: 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑥𝑥) слабо сходится к 𝐹𝐹(𝑥𝑥)  ⇔  𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑡𝑡) 
поточечно сходится к 𝑓𝑓(𝑡𝑡). 



Центральная предельная теорема 

Теорема: пусть дана сумма 𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑋𝑋𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  независимых и одинаково распределённых 

случайных величин 𝑋𝑋1, 𝑋𝑋2, …, 𝑋𝑋𝑛𝑛, для которых существует математическое ожидание 𝑚𝑚 и 
дисперсия 𝜎𝜎2; тогда 

 
𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜎𝜎√𝑛𝑛

  
  𝐹𝐹  
��  стандартное нормальное распределение. 

Доказательство: для  𝑆𝑆𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
𝜎𝜎√𝑛𝑛

  характеристическая функция 

𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑡𝑡) = �𝑓𝑓 � 
𝑡𝑡

𝜎𝜎√𝑛𝑛
 � 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜎𝜎√𝑛𝑛⁄ �

𝑛𝑛
, 

где 𝑓𝑓(𝑡𝑡) – характеристическая функция для 𝑋𝑋𝑖𝑖; разложим в ряд Маклорена: 

ln 𝑓𝑓 � 
𝑡𝑡

𝜎𝜎√𝑛𝑛
 � = ln𝑓𝑓(0) +  

𝑡𝑡
𝜎𝜎√𝑛𝑛

 
𝑓𝑓′(0)
𝑓𝑓(0)  +  

𝑡𝑡2

2𝜎𝜎2𝑛𝑛  � 
𝑓𝑓′′(0)
𝑓𝑓(0)  − �

𝑓𝑓′(0)
𝑓𝑓(0) �

2

� + 𝑜𝑜 � 
1
𝑛𝑛 � = 

=  
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜎𝜎√𝑛𝑛

 −  
𝜎𝜎2𝑡𝑡2

2𝜎𝜎2𝑛𝑛  + 𝑜𝑜 � 
1
𝑛𝑛 �, 

ln𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑛𝑛 �ln𝑓𝑓 � 
𝑡𝑡

𝜎𝜎√𝑛𝑛
 � – 

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜎𝜎√𝑛𝑛

 � → −  
𝑡𝑡2

2  , 𝑔𝑔𝑛𝑛(𝑡𝑡) → 𝑒𝑒−𝑡𝑡2 2⁄    □ 



Интегральная формула Муавра-Лапласа 

Следствие: для числа успехов 𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑘𝑘 в 𝑛𝑛 испытаниях Бернулли 

𝑃𝑃 � 
𝑘𝑘 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

 < 𝑥𝑥� → Φ(𝑥𝑥). 

Интегральная теорема Муавра-Лапласа: 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘1 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑘𝑘2) ≈ Φ0(𝑥𝑥2) −Φ0(𝑥𝑥1), где   𝑥𝑥𝑖𝑖 =  
𝑘𝑘𝑖𝑖 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
�𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

 . 



Доска Га́льтона 

В прямоугольный полупрозрачный 
ящик сверху по центру кидаются 
шарики. Падая, шарики ударяются о 
штырьки, вбитые в заднюю стенку 
ящика в шахматном порядке. При 
столкновении со штырьком шарик в 
идеале с равной вероятностью 
скатывается направо или налево. 
Нижняя часть ящика разделена 
перегородками, попадая в которые 
шарики наглядно иллюстрируют 
плотность биномиального 
распределения, которое в 
соответствии с центральной предельной теоремой аппроксимирует 
плотность нормального распределения. 



Локальная формула Муавра-Лапласа 

Теорема: пусть в схеме Бернулли  𝑛𝑛 → +∞,  𝑝𝑝 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  и  𝑥𝑥 =  𝑘𝑘 − 𝑛𝑛𝑛𝑛
√𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

  равномерно 

ограничено по 𝑘𝑘 и 𝑛𝑛,  тогда  𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘) =  1
�2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

 𝑒𝑒−𝑥𝑥2 2⁄ �1 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛)�. 

Доказательство: в силу равномерной ограниченности 𝑥𝑥 имеем 

 
𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛

 = 1 + 𝑥𝑥 ⋅ � 
𝑞𝑞
𝑛𝑛𝑛𝑛

    и    
𝑛𝑛 − 𝑘𝑘
𝑛𝑛𝑛𝑛

 = 1 − 𝑥𝑥 ⋅ � 
𝑝𝑝
𝑛𝑛𝑛𝑛

 ; 

по формуле Стирлинга 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘) =  
1

�2𝜋𝜋 𝑘𝑘(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)
𝑛𝑛  

 � 
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘  �

𝑘𝑘
� 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 �

𝑛𝑛−𝑘𝑘 1 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛)
�1 + 𝑜𝑜(𝑘𝑘)��1 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)�

 ,
1

�2𝜋𝜋 𝑘𝑘(𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)
𝑛𝑛  

 =  
1

�2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 �1 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛)�
 ; 

ln�� 
𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑘𝑘

 �
𝑘𝑘
� 

𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 𝑘𝑘

 �
𝑛𝑛−𝑘𝑘

� = −𝑘𝑘 ln�1 + 𝑥𝑥 ⋅ � 
𝑞𝑞
𝑛𝑛𝑛𝑛

  � − (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) ln�1 − 𝑥𝑥 ⋅ � 
𝑝𝑝
𝑛𝑛𝑛𝑛

  � = 

= −𝑘𝑘�𝑥𝑥 ⋅ � 
𝑞𝑞
𝑛𝑛𝑛𝑛

 −  
𝑥𝑥2𝑞𝑞
2𝑛𝑛𝑛𝑛

 + 𝑜𝑜 �
1
𝑛𝑛
�� − (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)�− 𝑥𝑥 ⋅ � 

𝑝𝑝
𝑛𝑛𝑛𝑛

 −  
𝑥𝑥2𝑝𝑝
2𝑛𝑛𝑛𝑛

 + 𝑜𝑜 �
1
𝑛𝑛
�� = −  

𝑥𝑥2

2
 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛); 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘) =  
1

�2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋
 𝑒𝑒− 𝑥𝑥

2

2  �1 + 𝑜𝑜(𝑛𝑛)�   □ 



Теорема Пуассона для схемы Бернулли 

Теорема Пуассона (для схемы Бернулли): пусть в 
последовательности серий 𝑛𝑛𝑖𝑖  испытаний Бернулли при 𝑖𝑖 → +∞ имеем 
𝑛𝑛𝑖𝑖 → +∞,  𝑝𝑝𝑖𝑖 → 0  и  𝑛𝑛𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 → 𝜆𝜆 > 0;  тогда 

∀𝑘𝑘 ≥ 0, 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘) →  
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝑘𝑘!
 𝑒𝑒−𝜆𝜆, 

т. е. биномиальное распределение при 𝑛𝑛 → +∞ стремится к 
распределению Пуассона. 
Доказательство: для испытаний Бернулли 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑘𝑘) = 𝐶𝐶𝑛𝑛𝑘𝑘 ⋅ 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑘𝑘 ⋅ (1 − 𝑝𝑝𝑛𝑛)𝑛𝑛−𝑘𝑘 , 
обозначим 𝜆𝜆𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 и зафиксируем 𝑘𝑘, тогда 

𝑃𝑃𝑛𝑛𝑖𝑖(𝑘𝑘) =  
𝑛𝑛𝑖𝑖!

𝑘𝑘! (𝑛𝑛𝑖𝑖 − 𝑘𝑘)!
 ⋅ � 

𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑖𝑖

 �
𝑘𝑘

⋅ �1 −  
𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑖𝑖

 �
𝑛𝑛𝑖𝑖−𝑘𝑘

= 

=
1
𝑘𝑘!
⋅

(𝑛𝑛𝑖𝑖 − 𝑘𝑘 + 1)(𝑛𝑛𝑖𝑖 − 𝑘𝑘 + 2) …𝑛𝑛𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑖𝑖𝑘𝑘

⋅ 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑘𝑘 ⋅ �1 −  
𝜆𝜆𝑖𝑖
𝑛𝑛𝑖𝑖

 �
𝑛𝑛𝑖𝑖−𝑘𝑘

→  
1
𝑘𝑘!

 ⋅ 1 ⋅ 𝜆𝜆𝑘𝑘 ⋅ 𝑒𝑒−𝜆𝜆  □ 



Пример 

Вероятность попадания в цель при каждом выстреле 0,001. 
Найдём вероятность поражения цели двумя и более пулями при 5000 
выстрелах: 

𝑃𝑃5000(𝑘𝑘 ≥ 2) ≈ 1 −  
𝜆𝜆0

0!
 𝑒𝑒−𝜆𝜆 −  

𝜆𝜆1

1!
 𝑒𝑒−𝜆𝜆 = 1 − 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛(1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) ≈ 0,9596. 
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