
Теория вероятностей и 
математическая статистика 

Лекция 18 

Проверка непараметрических 
гипотез, корреляционный и 

регрессионный анализ 



Проверка гипотезы о виде статистической модели 

Статистической моделью называется выборочное пространство, на 
котором задано некоторое семейство распределений. 

Пусть дана случайная выборка 𝑋⃗𝑋𝑛𝑛. 

Статистической гипотезой называется всякое предположение о 
распределении вероятностей случайной выборки. 

Критерием согласия называется статистический критерий для 
проверки гипотезы о виде функции распределения следующего вида 

𝐻𝐻0 ∶ 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = 𝐹𝐹0(𝑡𝑡),   ∀𝑡𝑡 ∈ ℝ, 𝐻𝐻1 ∶ ∃𝑡𝑡 ∈ ℝ,   𝐹𝐹(𝑡𝑡) ≠ 𝐹𝐹0(𝑡𝑡). 

Критерий согласия проверяет согласие с нулевой гипотезой. 
Для непрерывной статистической модели существуют критерии 
согласия Колмогорова и 𝜔𝜔2, для дискретной статистической модели – 
критерий согласия 𝜒𝜒2 (Пирсона). 



Критерий согласия Колмогорова 

𝑊𝑊 ∶  𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥𝑛𝑛) > 𝐷𝐷1−𝛼𝛼(𝑛𝑛), 

где 𝐷𝐷1−𝛼𝛼(𝑛𝑛) – квантили случайной величины 𝐷𝐷�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� при условии 
истинности 𝐻𝐻0 и значение величины 𝐷𝐷�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� на выборке 𝑥⃗𝑥𝑛𝑛 определяется 
как 

𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥𝑛𝑛) = sup
𝑡𝑡

|𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝐹𝐹0(𝑡𝑡)| = max
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

� 
𝑖𝑖
𝑛𝑛

 − 𝐹𝐹0�𝑥𝑥(𝑖𝑖)�,   𝐹𝐹0�𝑥𝑥(𝑖𝑖)� −  
𝑖𝑖 − 1
𝑛𝑛

 � , 

где 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑡𝑡) – эмпирическая функция распределения для 𝑥⃗𝑥𝑛𝑛. 

Теорема: функция распределения случайной величины 𝐷𝐷�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� при 
истинности 𝐻𝐻0 не зависит от 𝐹𝐹0(𝑡𝑡) и, в частности, совпадает с функцией 
распределения случайной величины  sup

0≤𝑡𝑡≤1
�𝐹𝐹��𝑡𝑡,𝑌𝑌�⃗𝑛𝑛� − 𝑡𝑡�,  где 𝑌𝑌 

распределено равномерно на [0; 1]. 

Поэтому таблицу квантилей 𝐷𝐷1−𝛼𝛼(𝑛𝑛) можно строить по равномерному 
распределению, а использовать для любых 𝑋⃗𝑋𝑛𝑛. 



Пример 

Для выборки 𝑥⃗𝑥10 с вариационным рядом 
−1,20 −1,15 −0,91 −0,29 −0,12 0,16 1,06 1,09 1,22 1,29 

проверим гипотезу 𝐻𝐻0 о том, что 𝑋𝑋 имеет стандартное нормальное распределение на 
уровне значимости 𝛼𝛼 = 0,1. 
Используем критерий согласия Колмогорова. В точках вариационного ряда найдём 
значения функции стандартного нормального распределения 𝐹𝐹0(𝑡𝑡) =  1

√2𝜋𝜋
 ∫ 𝑒𝑒−𝑠𝑠2 2⁄ 𝑑𝑑𝑠𝑠𝑡𝑡
−∞ : 

0,115 0,125 0,181 0,386 0,452 0,564 0,855 0,862 0,899 0,901 

Находим значения выражения  𝑖𝑖
𝑛𝑛

 − 𝐹𝐹0�𝑥𝑥(𝑖𝑖)�: 

−0,015 0,075 0,119 0,014 0,048 0,036 −0,155 −0,062 0,001 0,099 

Находим значения выражения 𝐹𝐹0�𝑥𝑥(𝑖𝑖)� −  𝑖𝑖 − 1
𝑛𝑛

 : 

0,115 0,025 −0,019 0,086 0,052 0,064 0,255 0,162 0,099 0,001 

Находим максимум по двум последним спискам 𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥10) = 0,255 
и по таблице квантилей 𝐷𝐷1−𝛼𝛼(𝑛𝑛) = 𝐷𝐷0,9(10) = 0,369. 

Так как 𝐷𝐷(𝑥⃗𝑥10) < 𝐷𝐷0,9, то оснований отклонить гипотезу 𝐻𝐻0 нет. 



 



Критерий согласия 𝝎𝝎𝟐𝟐 (омега-квадрат) 

𝑊𝑊 ∶  𝜔𝜔2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� > 𝜔𝜔1−𝛼𝛼2 (𝑛𝑛), 

где 𝜔𝜔1−𝛼𝛼2 (𝑛𝑛) – квантили статистики 

𝜔𝜔2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� =  
1

12𝑛𝑛2
 +  

1
𝑛𝑛

 ��𝐹𝐹0�𝑋𝑋(𝑖𝑖)� −  
2𝑖𝑖 − 1

2𝑛𝑛
 �
2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

при условии истинности 𝐻𝐻0. 

Теорема: распределение статистики 𝜔𝜔2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� при истинности 𝐻𝐻0 не 
зависит от 𝐹𝐹0. 



Пример 

Для выборки 𝑥⃗𝑥10 с вариационным рядом 
−1,20 −1,15 −0,91 −0,29 −0,12 0,16 1,06 1,09 1,22 1,29 

проверим гипотезу 𝐻𝐻0 о том, что 𝑋𝑋 имеет стандартное нормальное распределение на 
уровне значимости 𝛼𝛼 = 0,05. 
Используем критерий согласия 𝜔𝜔2. В точках вариационного ряда найдём значения 
функции стандартного нормального распределения 𝐹𝐹0(𝑡𝑡) =  1

√2𝜋𝜋
 ∫ 𝑒𝑒−𝑠𝑠2 2⁄ 𝑑𝑑𝑠𝑠𝑡𝑡
−∞ : 

0,115 0,125 0,181 0,386 0,452 0,564 0,855 0,862 0,899 0,901 

𝜔𝜔2(𝑥⃗𝑥10) =  
1

12𝑛𝑛2  +  
1
𝑛𝑛  ��𝐹𝐹0�𝑥𝑥(𝑖𝑖)� −  

2𝑖𝑖 − 1
2𝑛𝑛  �

2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

=  
1

12 ⋅ 102  +  
1

10 (0,0652 + (−0,025)2 + 

+ (−0,069)2 + 0,0362 +  0,0022 + 0,0142 + 0,2052 + 0,1122 + 0,0492 + (−0,049)2) ≈ 
≈ 0,007641 < 𝜔𝜔0,95

2 (10) ≈ 0,0461. 

Гипотеза 𝐻𝐻0 не отклоняется. 



 

𝜔𝜔𝛾𝛾2(𝑛𝑛) =  
𝑥𝑥
𝑛𝑛 , 𝑎𝑎1(𝑥𝑥) = 𝛾𝛾 



Критерий согласия 𝝌𝝌𝟐𝟐 (Пирсона) 

Пусть дискретная СВ 𝑋𝑋 принимает 𝑟𝑟 различных значений с частотами 𝑛𝑛𝑘𝑘(𝑥⃗𝑥𝑛𝑛). 
𝐻𝐻0 ∶  𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘0,   ∀𝑘𝑘 = 1, 𝑟𝑟����, 𝐻𝐻1 ∶  ∃𝑘𝑘 = 1, 𝑟𝑟����,   𝑝𝑝𝑘𝑘 ≠ 𝑝𝑝𝑘𝑘0. 

Критерий согласия 𝜒𝜒2 (Пирсона) 
𝑊𝑊 ∶   𝜒𝜒2(𝑥⃗𝑥𝑛𝑛) > 𝜒𝜒1−𝛼𝛼2 (𝑟𝑟 − 1), 

где 𝜒𝜒1−𝛼𝛼2 (𝑟𝑟 − 1) – квантили 𝜒𝜒2-распределения с 𝑟𝑟 − 1 степенями свободы: 

𝜒𝜒2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� = �  
�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� − 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘0�

2

𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘0
 

𝑟𝑟

𝑘𝑘=1

= 𝑛𝑛�  
� 
𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛�

𝑛𝑛  − 𝑝𝑝𝑘𝑘0�
2

𝑝𝑝𝑘𝑘0
 

𝑟𝑟

𝑘𝑘=1

. 

Теорема (Пирсона): распределение случайной величины 𝜒𝜒2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� при 𝑛𝑛 → +∞ 
слабо сходится к 𝜒𝜒2-распределению с 𝑟𝑟 − 1 степенями свободы. 

Критерий 𝜒𝜒2 используется только, если 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 ≥ 10 или если 𝑟𝑟 ≥ 20 и 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘 ≥ 5. 
Критерий 𝜒𝜒2 можно использовать и для непрерывных случайных величин, и 
для дискретных со счётным множеством различных значений. Для этого 
множество всех значений разбивают на конечное множество промежутков. 



Пример 

При 4040 бросаниях монеты Ж. Бюффон (1707–1788) получил 2048 
гербов и 1992 решки. 
Проверим на уровне значимости 0,05 совместимость этих данных с 
гипотезой о том, что вероятность герба равна 0,5. 

𝜒𝜒2(𝑥⃗𝑥𝑛𝑛) = �  
�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛� − 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘0�

2

𝑛𝑛𝑝𝑝𝑘𝑘0
 

𝑟𝑟

𝑘𝑘=1

= 

=  
(2048 − 4040 ⋅ 0,5)2

4040 ⋅ 0,5
 +  

(1992 − 4040 ⋅ 0,5)2

4040 ⋅ 0,5
 = 0,776 < 

< 𝜒𝜒0,95
2 (1) = 3,841. 

Статистические данные не противоречат гипотезе 𝐻𝐻0. 



 



Корреляционный анализ 

Корреляционным анализом называется раздел математической 
статистики, исследующий зависимость между случайными величинами 
с помощью выборочных коэффициентов корреляции. 
Выборочный коэффициент линейной корреляции 

𝜌𝜌��𝑋⃗𝑋𝑛𝑛,𝑌𝑌�⃗𝑛𝑛� =  
∑ (𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝑋𝑋�)(𝑌𝑌𝑖𝑖 − 𝑌𝑌�)𝑛𝑛
𝑖𝑖=1

�∑ (𝑋𝑋𝑖𝑖 − 𝑋𝑋�)2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  �∑ (𝑌𝑌𝑖𝑖 − 𝑌𝑌�)2𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 . 

При проверке гипотезы 𝐻𝐻0 ∶ 𝜌𝜌 = 0 при 𝐻𝐻1 ∶ 𝜌𝜌 ≠ 0 используют статистику 

 
𝜌𝜌��𝑋⃗𝑋𝑛𝑛,𝑌𝑌�⃗𝑛𝑛� √𝑛𝑛 − 2

�1 − 𝜌𝜌�2�𝑋⃗𝑋𝑛𝑛,𝑌𝑌�⃗𝑛𝑛�
 ∼ 𝑇𝑇(𝑛𝑛 − 2), 

и тогда 

𝑊𝑊 ∶  
|𝜌𝜌�| √𝑛𝑛 − 2
�1 − 𝜌𝜌�2

 ≥ 𝑡𝑡1−𝛼𝛼 2⁄ (𝑛𝑛 − 2). 



Пример 

 

  



Регрессионный анализ 

Регрессионным анализом называется раздел математической статистики, 
исследующий зависимость между случайными величинами с помощью 
уравнений регрессии. 
Регрессией называется функциональная связь в среднем любых случайных 
величин. 
Теоретическим уравнением регрессии называется уравнение вида 

𝑦𝑦 = 𝑀𝑀𝑥𝑥𝑌𝑌 
где 𝑀𝑀𝑥𝑥𝑌𝑌 – условное математическое ожидание СВ 𝑌𝑌 при заданном 𝑥𝑥. 
Эмпирическое уравнение регрессии можно построить в виде многочлена 

𝑦𝑦 = 𝐵𝐵0 + 𝐵𝐵1𝑥𝑥 + … + 𝐵𝐵𝑘𝑘𝑥𝑥𝑘𝑘 
методом наименьших квадратов: по 𝑛𝑛 экспериментальным точкам (𝑥𝑥1,𝑦𝑦1), 
…, (𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑦𝑦𝑛𝑛) найти многочлен 𝑦𝑦(𝑥𝑥), для которого сумма квадратов отклонений в 
точках 𝑥𝑥𝑖𝑖 от 𝑦𝑦𝑖𝑖  минимальная, т. е. 

𝑄𝑄 = ��𝑦𝑦𝑖𝑖 − 𝑦𝑦(𝑥𝑥𝑖𝑖)�
2

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= �𝜀𝜀2
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

→ min. 



Линейная регрессионная модель 

𝑦𝑦 = 𝜃𝜃1𝑥𝑥1 + 𝜃𝜃2𝑥𝑥2 +  … + 𝜃𝜃𝑝𝑝𝑥𝑥𝑝𝑝 

При некоторых значениях факторов 𝑥𝑥𝑖𝑖1, … , 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖, где 𝑖𝑖 ∈ 1,𝑛𝑛�����, произведены измерения 
отклика 𝑦𝑦𝑖𝑖  со случайной ошибкой 𝜀𝜀𝑖𝑖: 

𝑌𝑌 = 𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝜀𝜀, 
где 𝑋𝑋 – матрица размера 𝑛𝑛 × 𝑝𝑝 и 𝑄𝑄 = ‖𝑌𝑌 − 𝑋𝑋𝑋𝑋‖2 = (𝑌𝑌 − 𝑋𝑋𝑋𝑋)T(𝑌𝑌 − 𝑋𝑋𝑋𝑋). 

Теорема: если ранг 𝑋𝑋 = 𝑝𝑝, то оценка параметра 𝜃𝜃 = �𝜃𝜃1, … ,𝜃𝜃𝑝𝑝� по методу наименьших 
квадратов имеет вид 𝜃𝜃� = (𝑋𝑋T𝑋𝑋)−1𝑋𝑋T𝑌𝑌. 

Формулу в этой теореме нельзя упростить, так как в общем случае матрица 𝑋𝑋 не 
является квадратной. 

Теорема: если случайные величины 𝜀𝜀𝑖𝑖  независимы и одинаково распределены с 𝑀𝑀𝜀𝜀𝑖𝑖 =
0 и конечной дисперсией 𝐷𝐷𝜀𝜀𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2, то оценка 𝜃𝜃� = (𝑋𝑋T𝑋𝑋)−1𝑋𝑋T𝑌𝑌 является несмещённой и 
состоятельной. 

Для оценивания параметров нелинейной зависимости 
𝑦𝑦 = 𝜃𝜃1𝜑𝜑1(𝑡𝑡) + 𝜃𝜃2𝜑𝜑2(𝑡𝑡) +  … + 𝜃𝜃𝑝𝑝𝜑𝜑𝑝𝑝(𝑡𝑡) 

обозначим 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜑𝜑𝑗𝑗(𝑡𝑡𝑖𝑖) и получим линейную модель. 



Пример 

В «Основах химии» Д.И. Менделеев приводит следующие данные о количестве 
азотнонатриевой соли 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑂𝑂3, которое можно растворить в 100 г воды в 
зависимости от температуры 𝑡𝑡. 

𝑡𝑡𝑖𝑖 0 4 10 15 21 29 36 51 68 
𝑦𝑦𝑖𝑖  66,7 71,0 76,3 80,6 85,7 92,9 99,4 113,6 125,1 

Построим по этим данным приближённую эмпирическую формулу 

𝑦𝑦 = 𝜃𝜃1 + 𝜃𝜃2𝑡𝑡 + 𝜃𝜃3𝑡𝑡2. 

𝑋𝑋T = � 
1
𝑡𝑡𝑖𝑖
𝑡𝑡𝑖𝑖2

 � = � 
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 4 10 15 21 29 36 51 68
0 16 100 225 441 841 1296 2601 4624

 � , 

𝑋𝑋T𝑋𝑋 = � 
9 234 10 144

234 10 144 531 828
10 144 531 828 30 788 836

 � , 𝜃𝜃� = (𝑋𝑋T𝑋𝑋)−1𝑋𝑋T𝑌𝑌, 

𝑦𝑦 ≈ 66,71 + 0,9604 𝑡𝑡 − 0,001359 𝑡𝑡2. 
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