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Лекция 1. Основные понятия теории случайных процессов 

Случайной функцией 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется параметризованное семейство 𝑛𝑛-
мерных случайных величин 𝜉𝜉𝑡𝑡(𝜔𝜔), где 𝜔𝜔 ∈ Ω и параметр 𝑡𝑡 принимает значе-
ния из некоторого множества 𝑇𝑇. Если 𝑇𝑇 является промежутком на ℝ, то слу-
чайная функция 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется случайным процессом (СП). Если ещё и 
𝑛𝑛 = 1, то СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется скалярным. Если же 𝑛𝑛 ≥ 2, то СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) =
�𝜉𝜉1(𝑡𝑡,𝜔𝜔), … , 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑡𝑡,𝜔𝜔)� называется векторным (𝑛𝑛-мерным). В этом случае од-
номерные СП 𝜉𝜉1(𝑡𝑡,𝜔𝜔), …, 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называются координатами 𝑛𝑛-мерного СП 
𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔). 

Примеры случайных процессов: 
1) уровень помех при передаче сообщения в момент времени 𝑡𝑡; 
2) температура воздуха в заданной точке в момент времени 𝑡𝑡; 
3) число отказов оборудования к моменту времени 𝑡𝑡. 

Если зафиксировать некоторое значение параметра 𝑡𝑡, то 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) является 
𝑛𝑛-мерной случайной величиной, которая называется сечением случайного 
процесса. Если зафиксировать некоторый исход 𝜔𝜔, то 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) является неслу-
чайной функцией, которая называется траекторией (реализацией) случай-
ного процесса. 

Одномерным законом распределения СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется закон распре-
деления вероятностей его сечения при некотором 𝑡𝑡. Этот закон может быть 
задан функцией распределения 

𝐹𝐹𝜉𝜉(𝑥𝑥|𝑡𝑡) = 𝑃𝑃(𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) < 𝑥𝑥) = � 𝑓𝑓𝜉𝜉(𝑦𝑦|𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑥𝑥

−∞
, 

 



Для векторного СП 𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) и 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = �𝜉𝜉1(𝑡𝑡,𝜔𝜔), … , 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑡𝑡,𝜔𝜔)�, не-
равенство 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) < 𝑥𝑥 выполняется для всех соответствующих компонент 
векторов 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) и 𝑥𝑥, и интеграл в правой части является 𝑛𝑛-кратным. 

Конечномерным (𝑘𝑘-мерным) законом распределения СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называ-
ется совместный закон распределения вероятностей любых 𝑘𝑘 его сечений 
при 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡1, …, 𝑡𝑡𝑘𝑘. Этот закон может быть задан функцией распределения 

𝐹𝐹𝜉𝜉�𝑥𝑥(1), … , 𝑥𝑥(𝑘𝑘)�𝑡𝑡1, … , 𝑡𝑡𝑘𝑘� = 𝑃𝑃�𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔) < 𝑥𝑥(1), … , 𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑘𝑘 ,𝜔𝜔) < 𝑥𝑥(𝑘𝑘)� =  

= � …� 𝑓𝑓𝜉𝜉�𝑦𝑦(1), … ,𝑦𝑦(𝑘𝑘)�𝑡𝑡1, … , 𝑡𝑡𝑘𝑘� 𝑑𝑑𝑦𝑦(1) …𝑑𝑑𝑦𝑦(𝑘𝑘)

𝑥𝑥(𝑘𝑘)

−∞

𝑥𝑥(1)

−∞
, 

где интеграл в правой части является (𝑘𝑘𝑘𝑘)-кратным. 

Математическим ожиданием скалярного СП 𝜉𝜉 называется функция 𝑇𝑇 →
ℝ, которая каждому 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇 ставит в соответствие математическое ожидание 
сечения в момент 𝑡𝑡: 

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = � 𝑥𝑥 𝑓𝑓𝜉𝜉(𝑥𝑥|𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥
ℝ𝑛𝑛

. 

Для векторного СП математическое ожидание является вектором 

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = �𝑚𝑚𝜉𝜉1(𝑡𝑡), … ,𝑚𝑚𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑡𝑡)� , 𝑚𝑚𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡) = � 𝑥𝑥𝑖𝑖  𝑓𝑓𝜉𝜉(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛|𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑥𝑥1 …𝑑𝑑𝑥𝑥𝑛𝑛
ℝ𝑛𝑛

. 

Ковариационной матрицей СП 𝜉𝜉 называется матричная функция Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡), где 
элементами матрицы являются ковариации 𝑖𝑖-й и 𝑗𝑗-й координат сечения в мо-
мент 𝑡𝑡: 

Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡) = �cov �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 𝜉𝜉𝑗𝑗(𝑡𝑡,𝜔𝜔)��. 

Теорема (свойства ковариационной матрицы). 

1) Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐷𝐷𝜉𝜉𝑖𝑖; 

2) Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 = Σ𝑗𝑗𝑗𝑗. 

Дисперсией СП называется сумма дисперсий всех его координат: 

𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) = 𝜎𝜎𝜉𝜉
2(𝑡𝑡) = �𝜎𝜎𝜉𝜉𝑖𝑖

2 (𝑡𝑡)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 

т. е. след ковариационной матрицы Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡). 

Если рассматривать 𝜉𝜉 − 𝑚𝑚𝜉𝜉 как вектор-столбец, то можно записать: 

 



Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝑀𝑀��𝜉𝜉 − 𝑚𝑚𝜉𝜉��𝜉𝜉 − 𝑚𝑚𝜉𝜉�
T� , 𝜎𝜎𝜉𝜉

2(𝑡𝑡) = 𝑀𝑀��𝜉𝜉 − 𝑚𝑚𝜉𝜉�
T�𝜉𝜉 − 𝑚𝑚𝜉𝜉��. 

Ковариационной функцией СП 𝜉𝜉 называется матричная функция 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 
где элементами матрицы являются ковариации 𝑖𝑖-й координаты сечения в мо-
мент 𝑡𝑡1 и 𝑗𝑗-й координаты сечения в момент 𝑡𝑡2: 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �cov �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜉𝜉𝑗𝑗(𝑡𝑡2,𝜔𝜔)��. 

Теорема (свойства ковариационной функции). 

1) 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡, 𝑡𝑡) = Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡); 

2) 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡2, 𝑡𝑡1) = 𝐾𝐾𝜉𝜉
T(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2); 

3) для евклидовой нормы  �𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)� ≤ �𝜎𝜎𝜉𝜉
2(𝑡𝑡1) 𝜎𝜎𝜉𝜉

2(𝑡𝑡2); 

4) если  𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡) 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) + 𝜑𝜑(𝑡𝑡), то 

𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝐴𝐴(𝑡𝑡1) ⋅ 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) ⋅ 𝐴𝐴T(𝑡𝑡2). 

Корреляционной функцией СП 𝜉𝜉 называется матричная функция 𝑘𝑘𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), 
где элементами матрицы являются коэффициенты линейной корреляции 𝑖𝑖-й 
координаты сечения в момент 𝑡𝑡1 и 𝑗𝑗-й координаты сечения в момент 𝑡𝑡2: 

𝑘𝑘𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �𝜌𝜌 �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜉𝜉𝑗𝑗(𝑡𝑡2,𝜔𝜔)�� =

⎝

⎛ 
cov �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜉𝜉𝑗𝑗(𝑡𝑡2,𝜔𝜔)�

�𝜎𝜎𝜉𝜉𝑖𝑖
2 (𝑡𝑡1)𝜎𝜎𝜉𝜉𝑗𝑗

2 (𝑡𝑡2)
 

⎠

⎞. 

Пример: для скалярного СП 

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼(𝜔𝜔) ⋅ cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝛽𝛽(𝜔𝜔) ⋅ sin(𝜑𝜑𝜑𝜑) , 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), 
его математическое ожидание 

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚𝛼𝛼 ⋅ cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑚𝑚𝛽𝛽 ⋅ sin(𝜑𝜑𝜑𝜑) 

и ковариационная функция 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎𝛼𝛼2 cos(𝜑𝜑𝑡𝑡1) cos(𝜑𝜑𝑡𝑡2) + cov(𝛼𝛼,𝛽𝛽) ⋅ sin𝜑𝜑(𝑡𝑡1 + 𝑡𝑡2) + 

+ 𝜎𝜎𝛽𝛽2 sin(𝜑𝜑𝑡𝑡1) sin(𝜑𝜑𝑡𝑡2) ; 

если случайные величины 𝛼𝛼 и 𝛽𝛽 независимы и 𝜎𝜎𝛼𝛼 = 𝜎𝜎𝛽𝛽 = 𝜎𝜎, то 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎2 cos𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1)   □ 

 



Взаимной ковариационной функцией двух СП 𝜉𝜉 и 𝜂𝜂 называется матричная 
функция 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2), где элементами матрицы являются ковариации 𝑖𝑖-й коор-
динаты сечения процесса 𝜉𝜉 в момент 𝑡𝑡1 и 𝑗𝑗-й координаты сечения процесса 
𝜂𝜂 в момент 𝑡𝑡2: 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �cov �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜂𝜂𝑗𝑗(𝑡𝑡2,𝜔𝜔)��. 

Теорема (свойства взаимной ковариационной функции). 

1) 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝐾𝐾𝜂𝜂𝜂𝜂
T (𝑡𝑡2, 𝑡𝑡1); 

2) для евклидовой нормы �𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)� ≤ �𝜎𝜎𝜉𝜉
2(𝑡𝑡1)𝜎𝜎𝜂𝜂2(𝑡𝑡2); 

3) если  𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝐴𝐴1(𝑡𝑡) 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) + 𝜑𝜑1(𝑡𝑡)  и 

𝜂̂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝐴𝐴2(𝑡𝑡) 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) + 𝜑𝜑2(𝑡𝑡),  то 

𝐾𝐾𝜉𝜉�𝜂𝜂�(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝐴𝐴1(𝑡𝑡1) 𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) 𝐴𝐴2T (𝑡𝑡2). 

По аналогии определяется взаимная корреляционная функция: 

𝑘𝑘𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �𝜌𝜌 �𝜉𝜉𝑖𝑖(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜂𝜂𝑗𝑗(𝑡𝑡2,𝜔𝜔)��. 

СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется нормальным (гауссовым), если любые его конечно-
мерные законы распределения являются нормальными. 

СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется процессом с независимыми приращениями, если 
∀𝑡𝑡1 <  …  < 𝑡𝑡𝑘𝑘 случайные величины  

𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), 𝜉𝜉(𝑡𝑡2,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔), … , 𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑘𝑘 ,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑘𝑘−1,𝜔𝜔) 
независимы. Если эти случайные величины некоррелированы, то это СП с 
некоррелированными (ортогональными) приращениями. Если же для любого 
𝑖𝑖 ∈ 1,𝑘𝑘����� закон распределения вероятностей случайной величины 𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑖𝑖+1,𝜔𝜔) −
𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑖𝑖 ,𝜔𝜔) зависит только от 𝑡𝑡𝑖𝑖+1 − 𝑡𝑡𝑖𝑖, то это СП со стационарными независи-
мыми приращениями. 

Теорема. Для СП с некоррелированными (в частности, независимыми) 
приращениями 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = Σ𝜉𝜉(𝑡𝑡), 

где 𝑡𝑡 = min{𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2}. 

𝑛𝑛-мерный СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), где 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), называется винеровским процессом, 
выходящим из нуля, если: 

 



1) 𝜉𝜉(0,𝜔𝜔) ≡ 0; 
2) это процесс с независимыми приращениями; 

3) ∀𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2 𝑛𝑛-мерная случайная величина 𝜉𝜉(𝑡𝑡2,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔) нор-
мально распределена с 𝑚𝑚 = 0 и ковариационной матрицей 

(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1)𝜎𝜎2𝐼𝐼𝑛𝑛. 
Винеровский процесс введён Норбертом Винером в 1923 г. для описания 

броуновского движения. Параметр 𝜎𝜎2 называется коэффициентом диффу-
зии. СП  𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)

𝜎𝜎
  называется стандартным винеровским процессом. 

Теорема (свойства винеровского процесса). 

1) 𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) ≡ 0,   𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = min{𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2}𝜎𝜎2𝐼𝐼𝑛𝑛,   𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) = 𝑛𝑛𝜎𝜎2𝑡𝑡; 

2) винеровский СП является процессом со стационарными приращени-
ями; 

3) винеровский СП является нормальным. 

Скалярный СП 𝜉𝜉 называется пуассоновским с параметром 𝜆𝜆, если: 

1) 𝜉𝜉(0,𝜔𝜔) ≡ 0; 
2) это процесс с независимыми приращениями; 
3) ∀𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2 случайная величина  𝜉𝜉(𝑡𝑡2,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔)  распределена по за-

кону Пуассона с параметром 𝜆𝜆(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1), т. е. 

𝑃𝑃(𝜉𝜉(𝑡𝑡2,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡1,𝜔𝜔) = 𝑘𝑘) =  
𝜆𝜆𝑘𝑘(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1)𝑘𝑘

𝑘𝑘!
 𝑒𝑒−𝜆𝜆(𝑡𝑡2−𝑡𝑡1). 

Лекция 2. Элементы стохастического анализа 

Последовательность случайных величин 𝜉𝜉𝑘𝑘 называется сходящейся в сред-
нем квадратичном к случайной величине 𝜉𝜉, если 

lim
𝑘𝑘→+∞

𝑀𝑀 ��𝜉𝜉𝑘𝑘(𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝜔𝜔)�2� = 0. 

Обозначают:  𝜉𝜉𝑘𝑘(𝜔𝜔)
  ск  
�⎯� 𝜉𝜉(𝜔𝜔). 

СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется сходящимся в среднем квадратичном к случайной 
величине 𝜂𝜂(𝜔𝜔) при 𝑡𝑡 → 𝑡𝑡0, если 

lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑀𝑀(‖𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) − 𝜂𝜂(𝜔𝜔)‖2) = 0. 

 



Обозначают:  lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝜂𝜂(𝜔𝜔). 

СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется случайным процессом 2-го порядка (СП2П), если 
существует  ‖𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)‖ск = �𝑀𝑀(‖𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)‖2). 

Чтобы величина ‖𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)‖ск удовлетворяла аксиомам нормы, будем счи-
тать случайные процессы 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) и 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) равными, если 

‖𝜉𝜉 − 𝜂𝜂‖ск = 0. 

Последовательность случайных процессов 𝜉𝜉(𝑚𝑚)(𝑡𝑡,𝜔𝜔), где 𝑚𝑚 ∈ ℕ, называ-
ется сходящейся в среднем квадратичном к случайному процессу 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 
если  

lim
𝑚𝑚→+∞

𝑀𝑀 ��𝜉𝜉(𝑚𝑚)(𝑡𝑡,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)�2� = 0. 

Обозначают:  lim
𝑚𝑚→+∞

𝜉𝜉(𝑚𝑚)(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔). 

Теорема. Для скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) существует lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)  ⇔  суще-

ствуют  lim
𝑡𝑡→𝑡𝑡0

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚0  и  lim
𝑡𝑡1,𝑡𝑡2→𝑡𝑡0

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝐾𝐾0. 

Скалярный СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется дифференцируемым в точке 𝑡𝑡0, если 
существует  lim

𝑡𝑡→𝑡𝑡0
 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) − 𝜉𝜉(𝑡𝑡0,𝜔𝜔)

𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0
 ,  который обозначается 𝜉𝜉̇(𝑡𝑡0,𝜔𝜔) и называется 

производной СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔). 

Теорема. Скалярный СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) дифференцируем в точке 𝑡𝑡0  ⇔  суще-

ствуют   𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡0)  и   

𝜕𝜕2𝐾𝐾𝜉𝜉
𝜕𝜕𝑡𝑡1𝜕𝜕𝑡𝑡2

 (𝑡𝑡0, 𝑡𝑡0). 

Следствие. Для дифференцируемого на множестве 𝑇𝑇 скалярного СП2П 
𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) и его производной 𝜂𝜂 = 𝜉𝜉̇ имеем 

𝑚𝑚𝜂𝜂(𝑡𝑡) =  
𝑑𝑑𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡

, 𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) =  
𝜕𝜕2𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)
𝜕𝜕𝑡𝑡1𝜕𝜕𝑡𝑡2

 , 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) =  
𝜕𝜕𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)

𝜕𝜕𝑡𝑡2
, 𝐾𝐾𝜂𝜂𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) =  

𝜕𝜕𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2)
𝜕𝜕𝑡𝑡1

 . 

Пример: для скалярного случайного процесса 

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼(𝜔𝜔) cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝛽𝛽(𝜔𝜔) sin(𝜑𝜑𝜑𝜑), 

где 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), случайные величины 𝛼𝛼 и 𝛽𝛽 независимые, 𝜎𝜎𝛼𝛼 = 𝜎𝜎𝛽𝛽 = 𝜎𝜎 и  
𝜂𝜂 = 𝜉𝜉̇ имеем 

 



𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚𝛼𝛼 cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑚𝑚𝛽𝛽 sin(𝜑𝜑𝜑𝜑), 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎2 cos𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1), 

𝑚𝑚𝜂𝜂(𝑡𝑡) = 𝜑𝜑�𝑚𝑚𝛽𝛽 cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) −𝑚𝑚𝛼𝛼 sin(𝜑𝜑𝜑𝜑)�, 

𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎2𝜑𝜑2 cos𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1), 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = −𝜎𝜎2𝜑𝜑 sin𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1)   □ 

Скалярный СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется интегрируемым на 𝑇𝑇 = [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] с весом 
𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′), если существует такой скалярный СП 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔), что для любого разби-
ения 𝑎𝑎 = 𝑡𝑡0 ≤ 𝑡𝑡0′ ≤ 𝑡𝑡1 ≤ 𝑡𝑡1′ ≤  …  ≤ 𝑡𝑡𝑛𝑛−1′ ≤ 𝑡𝑡𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 существует 

lim
maxΔ𝑡𝑡𝑘𝑘→0

�𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡𝑘𝑘′ ) 𝜉𝜉(𝑡𝑡𝑘𝑘′ ,𝜔𝜔) Δ𝑡𝑡𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0

= 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔). 

Обозначают:  𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = ∫ 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′)𝜉𝜉(𝑡𝑡′,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑇𝑇 . 

Теорема. Скалярный СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) интегрируем на 𝑇𝑇 с весом 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′)  ⇔  
его математическое ожидание 𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) интегрируемо на 𝑇𝑇 с весом 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′) и его 
ковариационная функция 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) интегрируема на 𝑇𝑇 × 𝑇𝑇 с весом 
𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡1′) 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡2′ ). 

Следствие. Для интегрируемого с весом 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′) на множестве 𝑇𝑇 = [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] 
скалярного СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) и 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = ∫ 𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′) 𝜉𝜉(𝑡𝑡′,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑇𝑇  имеем 

𝑚𝑚𝜂𝜂(𝑡𝑡) = �𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′) 𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡′)𝑑𝑑𝑡𝑡′
𝑇𝑇

, 

𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = � �𝜑𝜑(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡1′) 𝜑𝜑(𝑡𝑡2, 𝑡𝑡2′ ) 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1′ , 𝑡𝑡2′ )𝑑𝑑𝑡𝑡1′
𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑡𝑡2′
𝑇𝑇

, 

𝐾𝐾𝜉𝜉𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �𝜑𝜑(𝑡𝑡2, 𝑡𝑡′) 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡′)𝑑𝑑𝑡𝑡′
𝑇𝑇

. 

Для весовой функции 

𝜑𝜑(𝑡𝑡, 𝑡𝑡′) = 𝐽𝐽(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡′) = � 1, 𝑡𝑡 > 𝑡𝑡′,
0, 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡′, 

которая является единичной функцией (Хэвисайда), получаем интеграл с пе-
ременным верхним пределом 

𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = � 𝜉𝜉(𝑡𝑡′,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑡𝑡′
𝑡𝑡

𝑎𝑎
. 

 



Теорема. Если  𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = ∫ 𝜉𝜉(𝑡𝑡′,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑡𝑡
𝑎𝑎 ,  то  𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝜂̇𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔). 

Пример: для скалярного случайного процесса 

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝛼𝛼(𝜔𝜔) cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝛽𝛽(𝜔𝜔) sin(𝜑𝜑𝜑𝜑), 

где 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), случайные величины 𝛼𝛼 и 𝛽𝛽 независимые, 𝜎𝜎𝛼𝛼 = 𝜎𝜎𝛽𝛽 = 𝜎𝜎 и 

𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = ∫ 𝜉𝜉(𝑡𝑡′,𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑡𝑡′𝑡𝑡
0  имеем 

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) = 𝑚𝑚𝛼𝛼 cos(𝜑𝜑𝜑𝜑) + 𝑚𝑚𝛽𝛽 sin(𝜑𝜑𝜑𝜑), 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎2 cos𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1), 

𝑚𝑚𝜂𝜂(𝑡𝑡) =  
𝑚𝑚𝛼𝛼 sin(𝜑𝜑𝜑𝜑)  −  𝑚𝑚𝛽𝛽 cos(𝜑𝜑𝜑𝜑)

𝜑𝜑
 , 

𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) =  
𝜎𝜎2

𝜑𝜑2
 (cos𝜑𝜑(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1) − cos𝜑𝜑𝑡𝑡1 − cos𝜑𝜑𝑡𝑡2 + 1), 

𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) = 𝐾𝐾𝜂𝜂(𝑡𝑡, 𝑡𝑡) =  
2𝜎𝜎2

𝜑𝜑2
 (1 − cos𝜑𝜑𝜑𝜑)  □ 

Лекция 3. Спектральная теория стационарных СП 

Каноническим разложением скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется его пред-
ставление в виде 

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) + �𝑉𝑉𝑘𝑘(𝜔𝜔) 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡)
𝑘𝑘

, 

где сумма может быть бесконечной, 𝑉𝑉𝑘𝑘(𝜔𝜔) – центрированные некоррелиро-
ванные случайные величины, называемые коэффициентами, а 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡) – не-
случайные функции, называемые координатными функциями разложения. 

Каноническому разложению скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) соответствует канони-
ческое разложение его ковариационной функции и дисперсии: 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = �𝐷𝐷(𝑉𝑉𝑘𝑘) 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡1) 𝜑𝜑𝑘𝑘(𝑡𝑡2)
𝑘𝑘

, 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) = �𝐷𝐷(𝑉𝑉𝑘𝑘) 𝜑𝜑𝑘𝑘2(𝑡𝑡)
𝑘𝑘

 . 

СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется стационарным (в широком смысле), если его мате-
матическое ожидание постоянно и ковариационная функция 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) зави-
сит только от разности 𝜏𝜏 = 𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1, т. е. 

𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) ≡ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏). 

 



Теорема (свойства стационарного скалярного СП). 

1) ковариационная функция 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) является чётной: 

∀𝜏𝜏, 𝐾𝐾𝜉𝜉(−𝜏𝜏) = 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏); 

2) дисперсия постоянна: 

𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) ≡ 𝐾𝐾𝜉𝜉(0) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 

3) значения ковариационной функции по абсолютной величине не пре-
восходят дисперсии: 

∀𝜏𝜏, �𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏)� ≤ 𝐷𝐷𝐷𝐷 ≡ 𝐾𝐾𝜉𝜉(0). 

Каноническим (спектральным) разложением стационарного скалярного 
СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется его представление в виде 

𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 𝑚𝑚𝜉𝜉(𝑡𝑡) + �(𝑈𝑈𝑘𝑘(𝜔𝜔) cos(𝜑𝜑𝑘𝑘𝑡𝑡) + 𝑉𝑉𝑘𝑘(𝜔𝜔) sin(𝜑𝜑𝑘𝑘𝑡𝑡))
+∞

𝑘𝑘=0

, 

где 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝜔𝜔) и 𝑉𝑉𝑘𝑘(𝜔𝜔) – центрированные некоррелированные случайные вели-
чины с попарно равными дисперсиями 𝐷𝐷𝑈𝑈𝑘𝑘 = 𝐷𝐷𝑉𝑉𝑘𝑘 = 𝐷𝐷𝑘𝑘. 

Спектральному разложению стационарного скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) соот-
ветствует каноническое разложение его ковариационной функции и диспер-
сии: 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = �𝐷𝐷𝑘𝑘 cos(𝜑𝜑𝑘𝑘𝜏𝜏)
+∞

𝑘𝑘=0

, 𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑡𝑡) = �𝐷𝐷𝑘𝑘

+∞

𝑘𝑘=0

 . 

Линейным оператором 𝐿𝐿𝑡𝑡 будем называть оператор умножения на неслу-
чайную функцию 𝛼𝛼(𝑡𝑡), либо оператор дифференцирования, либо оператор 
интегрирования, либо оператор, полученный из перечисленных с помощью 
арифметических операций или композиции. 

Теорема. Пусть скалярный СП 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) получен из СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) при действии 
линейного оператора 𝐿𝐿𝑡𝑡 следующего вида 

𝜂𝜂 = 𝐿𝐿𝑡𝑡[𝜉𝜉] = 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝜉𝜉̇ + � 𝜉𝜉𝜉𝜉 𝑑𝑑𝑡𝑡′
𝑡𝑡

𝑎𝑎
, 

тогда 

𝑚𝑚𝜂𝜂 = 𝐿𝐿𝑡𝑡�𝑚𝑚𝜉𝜉�, 𝐾𝐾𝜂𝜂 = 𝐿𝐿𝑡𝑡1 �𝐿𝐿𝑡𝑡2�𝐾𝐾𝜉𝜉��. 

 



Теорема. Для стационарного скалярного СП2П 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) и его производной 
𝜂𝜂 = 𝜉𝜉̇ имеем 

𝑚𝑚𝜂𝜂(𝑡𝑡) ≡ 0, 𝐾𝐾𝜂𝜂(𝜏𝜏) = −𝐾𝐾𝜉𝜉
′′(𝜏𝜏). 

Спектральной плотностью 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) стационарного скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 
где 𝑡𝑡 ∈ [0, +∞), называется изображение ковариационной функции 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) 
при действии интегрального преобразования Фурье: 

𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) =  
1

2𝜋𝜋
 � 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜏𝜏

+∞

−∞
. 

Оригиналом интегрального преобразования Фурье является функция, ко-
торая абсолютно интегрируема на ℝ и удовлетворяет условиям Дирихле (ку-
сочно монотонна и кусочно непрерывна на любом конечном отрезке). 

Обратное преобразование Фурье имеет следующий вид: 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = � 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈)𝑒𝑒𝑖𝑖𝜈𝜈𝜈𝜈 𝑑𝑑𝜈𝜈
+∞

−∞
, 

где несобственный интеграл понимается в смысле главного значения: 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
+∞

−∞
= lim

𝑎𝑎→+∞
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑎𝑎

−𝑎𝑎
. 

Теорема (свойства спектральной плотности). 

1) 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) ≥ 0; 

2) 𝑠𝑠𝜉𝜉(−𝜈𝜈) = 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈); 

3) lim
𝜈𝜈→±∞

𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) = 0; 

4) 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) =  1
𝜋𝜋

 ∫ 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) cos(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝑑𝑑𝜏𝜏+∞
0 ; 

5) 𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = 2∫ 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) cos(𝜈𝜈𝜈𝜈)𝑑𝑑𝜈𝜈+∞
0 ; 

6) 𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐾𝐾𝜉𝜉(0) = 2∫ 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈)𝑑𝑑𝜈𝜈+∞
0 ,  т. е. спектральная плотность является 

плотностью распределения дисперсии СП по частотам его гармоник; 

7) если  𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) =  𝑑𝑑
𝑛𝑛𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)
𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛

 ,  то  𝑠𝑠𝜂𝜂(𝜈𝜈) = 𝜈𝜈2𝑛𝑛𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈); 

8) если  𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = ∑ 𝑏𝑏𝑘𝑘  𝑑𝑑
𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−𝑘𝑘
𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 ,  то 

𝑠𝑠𝜂𝜂(𝜈𝜈) = �∑ 𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 �2𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈). 

 



Пример: для стационарного скалярного СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) с ковариационной 
функцией  𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = 𝜎𝜎2𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝜏𝜏|  найдём его спектральную плотность 

𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) =  
𝜎𝜎2

2𝜋𝜋
 � 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝜏𝜏|−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜏𝜏

+∞

−∞
= 

=  
𝜎𝜎2

2𝜋𝜋
 �� 𝑒𝑒(𝛼𝛼−𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏

0

−∞
− � 𝑒𝑒−(𝛼𝛼+𝑖𝑖𝑖𝑖)𝜏𝜏 𝑑𝑑𝜏𝜏

+∞

0
� =  

𝛼𝛼𝜎𝜎2

𝜋𝜋(𝛼𝛼2  +  𝜈𝜈2)    □ 

Стационарный скалярный СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), называется белым шу-
мом с интенсивностью 𝑐𝑐, если его спектральная плотность постоянна и 
равна 𝑐𝑐, т. е. 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) ≡ 𝑐𝑐. 

Теорема (свойства белого шума). 

1) стационарный скалярный СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), является белым 
шумом  ⇔  𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜏𝜏), где 𝛿𝛿(𝜏𝜏) – дельта-функция Дирака; 

2) сечения белого шума не коррелируют; 

3) дисперсия белого шума 𝐷𝐷𝐷𝐷 = 𝐾𝐾𝜉𝜉(0) = 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(0) = ∞. 

Дельта-функция – это обобщённая функция, определяемая условием 

� 𝛿𝛿(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
+∞

−∞
= 𝑓𝑓(0) 

для любой функции 𝑓𝑓 ∶ ℝ → ℝ. Отсюда для 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≡ 1 имеем 

� 𝛿𝛿(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
+∞

−∞
= 1. 

Дельта-функция не может быть задана как соответствие из ℝ в ℝ, однако 
неформально можно полагать, что 

𝛿𝛿(𝑥𝑥) = � ∞, 𝑥𝑥 = 0,
0, 𝑥𝑥 ≠ 0.  

Известно, что производная от единичной функции (Хэвисайда) равна 
дельта-функции: 𝐽𝐽′(𝑡𝑡) = 𝛿𝛿(𝑡𝑡), так как  

〈𝐽𝐽′,𝑓𝑓〉 = −〈𝐽𝐽, 𝑓𝑓′〉 = −� 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑥𝑥
+∞

𝑡𝑡
= 𝑓𝑓(0) = 〈𝛿𝛿,𝑓𝑓〉 . 

Белый шум является математической абстракцией и физически не может 
быть реализован, так как для этого потребовалась бы энергия, пропорцио-
нальная дисперсии, т. е. равная бесконечности. На практике встречаются 

 



случайные процессы с (почти) постоянной спектральной плотностью лишь в 
определённой полосе частот. Использование белого шума в теории случай-
ных процессов аналогично использованию 𝛿𝛿-функции в математической фи-
зике. 

Пример: для скалярного винеровского СП 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 𝑡𝑡 ∈ [0; +∞), с коэффи-
циентом диффузии 𝜎𝜎2 ковариационная функция имеет вид 

𝐾𝐾𝜉𝜉(𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2) = 𝜎𝜎2 min{𝑡𝑡1, 𝑡𝑡2}, 

тогда 
𝜕𝜕𝐾𝐾𝜉𝜉
𝜕𝜕𝑡𝑡1

 = 𝜎𝜎2 𝐽𝐽(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1) = � 𝜎𝜎
2, 𝑡𝑡1 < 𝑡𝑡2,

0, 𝑡𝑡1 > 𝑡𝑡2,  

𝜕𝜕2𝐾𝐾𝜉𝜉
𝜕𝜕𝑡𝑡1𝜕𝜕𝑡𝑡2

 = 𝜎𝜎2𝛿𝛿(𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡1), 

следовательно, производная винеровского СП является белым шумом с ин-

тенсивностью 𝑐𝑐 =  𝜎𝜎
2

2𝜋𝜋
 . 

Линейным динамическим звеном называется динамическая система, состо-
яние которой 𝑦𝑦(𝑡𝑡) адекватно описывает математическая модель, представля-
ющая собой задачу Коши для линейного неоднородного дифференциального 
уравнения 𝑛𝑛-го порядка 𝐿𝐿𝑡𝑡�𝑦𝑦(𝑡𝑡)� = 𝑓𝑓(𝑡𝑡), где 𝐿𝐿𝑡𝑡 – линейный оператор следу-
ющего вида: 

𝐿𝐿𝑡𝑡�𝑦𝑦(𝑡𝑡)� = 𝑦𝑦(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) + 𝛼𝛼1(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑛𝑛−1)(𝑡𝑡) + ⋯+ 𝛼𝛼𝑛𝑛−1(𝑡𝑡)𝑦𝑦′(𝑡𝑡) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑡𝑡)𝑦𝑦(𝑡𝑡). 

Неслучайная функция 𝑓𝑓(𝑡𝑡) называется входным сигналом, а 𝑦𝑦(𝑡𝑡) – реак-
цией на входной сигнал. Если входной сигнал является случайным процес-
сом 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), то и реакция будет случайным процессом 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔). В таком случае 
дифференциальное уравнение 𝐿𝐿𝑡𝑡�𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔)� = 𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔) называется стохастиче-
ским. 

Пусть функционирование линейной динамической системы описывается 
линейным дифференциальным уравнением I порядка: 

�𝑎𝑎𝑘𝑘  
𝑑𝑑𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑛𝑛−𝑘𝑘
 𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔)

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= �𝑏𝑏𝑗𝑗  
𝑑𝑑𝑚𝑚−𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑡𝑡𝑚𝑚−𝑗𝑗  𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔)
𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

, 

 



где 𝑡𝑡 > 0, 𝜉𝜉 – стационарный входной сигнал и 𝜂𝜂 – реакция системы. Тогда 
после затухания переходных процессов СП 𝜂𝜂 можно рассматривать как ста-
ционарный. 

Частотной характеристикой динамической системы называется функ-
ция 

Φ(𝑖𝑖𝑖𝑖) =  
∑ 𝑏𝑏𝑗𝑗(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑚𝑚−𝑗𝑗𝑚𝑚
𝑗𝑗=0

∑ 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑛𝑛
𝑘𝑘=0

 . 

Теорема. Для линейной динамической системы со стационарным вход-
ным сигналом 𝜉𝜉 и реакцией 𝜂𝜂 имеем 

𝑚𝑚𝜂𝜂 =  
𝑏𝑏𝑚𝑚
𝑎𝑎𝑛𝑛

 𝑚𝑚𝜉𝜉 , 𝑠𝑠𝜂𝜂(𝜈𝜈) = |Φ(𝑖𝑖𝑖𝑖)|2𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈). 

Пример: стационарный скалярный СП 𝜉𝜉 с ковариационной функцией 
𝐾𝐾𝜉𝜉(𝜏𝜏) = 𝜎𝜎2𝑒𝑒−3|𝜏𝜏| подаётся на вход динамической системы 

𝜂̇𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) + 2𝜂𝜂(𝑡𝑡,𝜔𝜔) = 3𝜉𝜉̇(𝑡𝑡,𝜔𝜔) + 4𝜉𝜉(𝑡𝑡,𝜔𝜔), 
найдём математическое ожидание, спектральную плотность и дисперсию ре-
акции системы 𝜂𝜂: 

𝑚𝑚𝜂𝜂 = 2𝑚𝑚𝜉𝜉 , |Φ(𝑖𝑖𝑖𝑖)|2 = � 
3(𝑖𝑖𝑖𝑖) + 4
(𝑖𝑖𝑖𝑖) + 2

 �
2

=  
9𝜈𝜈2 + 16
𝜈𝜈2 + 4

 , 

выше было показано, что 𝑠𝑠𝜉𝜉(𝜈𝜈) =  3𝜎𝜎2

𝜋𝜋(𝜈𝜈2 + 9) , поэтому 

𝑠𝑠𝜂𝜂(𝜈𝜈) =  
9𝜈𝜈2 + 16
𝜈𝜈2 + 4

 ⋅  
3𝜎𝜎2

𝜋𝜋(𝜈𝜈2 + 9) , 

𝐷𝐷𝐷𝐷 = 2� 𝑠𝑠𝜂𝜂(𝜈𝜈)𝑑𝑑𝜈𝜈
+∞

0
=  

6𝜎𝜎2

𝜋𝜋
 �  

9𝜈𝜈2 + 16
(𝜈𝜈2 + 4)(𝜈𝜈2 + 9) 𝑑𝑑𝜈𝜈

+∞

0
= 

=  
6𝜎𝜎2

𝜋𝜋
 � � 

13
𝜈𝜈2 + 9

 −  
4

𝜈𝜈2 + 4
 � 𝑑𝑑𝜈𝜈

+∞

0
= 

=  
6𝜎𝜎2

𝜋𝜋
 � 

13
3

 arctg  
𝜈𝜈
3

 − 2 arctg  
𝜈𝜈
2

 � �
0

+∞

= 7𝜎𝜎2. 

Семинар 1. Случайные процессы 

Волков: 1.13, 1.17, 3.15, 3.26, 4.7, 4.8, 4.12. 

 



ДЗ: 1.14, 3.16, 3.25, 4.5, 4.13. 
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