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tfkp

oB]IE ZAME^ANIQ

lekciq 1.
1. eSLI KAVDOJ TO^KE z MNOVESTWA G ⊂ C PO ZAKONU f STAWITSQ W SOOTWETSTWIE EDINSTWENNYJ

\LEMENT w ∈ Q ⊂ C, TO GOWORQT, ^TO NA MNOVESTWE G OPREDELENA KOMPLEKSNAQ FUNKCIQ w = f(z)
KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO z I Q ⊂ C – EE OBLASTX ZNA^ENIJ.

2. tAK KAK C OTLI^AETSQ OT R2 NALI^IEM WTOROGO WNUTRENNEGO ZAKONA – OPERACIQ UMNOVENIQ KOM-
PLEKSNYH ^ISEL, TO f(z) OBLADAET WSEMI STANDARTNYMI SWOJSTWAMI WEKTORNYH FUNKCIJ WEKTORNOGO
ARGUMENTA. pO\TOMU PREDMET ISSLEDOWANIJ tfkp – SPECIFI^ESKIE OSOBENNOSTI KOMPLEKSNYH FUNK-
CIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO, OBUSLOWLENNYE NALI^IEM WTOROGO WNUTRENNOGO ZAKONA.

3. pUSTX ZADANA FUNKCIQ w = f(z), GDE z = x + iy ≡
[

x
y

]
. tAKIM OBRAZOM f(z) ≡ f(x, y). eSLI

u(x, y)
4
= Re f(z), v(x, y)

4
= Im f(z),

TO IMEEM:
f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

GDE u(x, y), v(x, y) – SKALQRNYE FUNKCII DWUH WE]ESTWENNYH PEREMENNYH x I y.

pRIMER. f(z) = z2, T.E. f(z) = (x + iy)2 = (x2 − y2) + i 2xy. tAKIM OBRAZOM,
u(x, y) ≡ Re f(z) = x2 − y2 I v(x, y) ≡ Im f(z) = 2xy.

tRANSCENDENTNYE FUNKCII

I. ez 4
=

∞∑
k=0

zk

k!
; |z| < ∞.

sWOJSTWA ez.

1. eSLI ϕ – WE]ESTWENNOE ^ISLO, TO cos ϕ = (eiϕ + e−iϕ)
/

2 I sin ϕ = (eiϕ − e−iϕ)
/

2i.
J pRI z ≡ iϕ IMEEM:

eiϕ 4
=

∞∑
k=0

ikϕk

k!
=

∞∑
k=0

(−1)k ϕ2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k ϕ2k+1

(2k + 1)!
= cos ϕ + i sin ϕ.

pOLAGAQ z = i(−ϕ), POLU^IM e−iϕ = cos ϕ − i sin ϕ. iZ POLU^ENNYH RAWENSTW I SLEDU@T ISKOMYE

PREDSTAWLENIQ DLQ cos ϕ I sin ϕ. I

2. ez1+z2 = ez1 · ez2

J ez1 · ez2 =
∞∑

k=0

zk
1

k!

∞∑
n=0

zn
2

n!
=

∞∑
k=0

∞∑
n=0

zk
1 · zn

2

k! n!
=

{
m = k + n

S = k

∣∣∣∣∣ m > 0; 0 6 S 6 m, T.K. n > 0, I

n = m− S

}
=

=
∞∑

m=0

m∑
S=0

zS
1 · zm−S

2

S! (m− S)!
=

∞∑
m=0

1

m!


m∑

S=0

m!

S! (m− S)!︸ ︷︷ ︸
CS

m

zS
1 · zm−S

2

 =
∞∑

m=0

(z1 + z2)
m

m!
= ez1+z2 I

3. ez – PERIODI^ESKAQ FUNKCIQ S PERIODOM 2πi.
J ez+2πi = ez · e2πi = ez(cos 2π + i sin 2π) = ez. I

4. eSLI z = x + iy, TO |ez| = ex I arg ez = y; Re az = ex cos y I Im ez = ex sin y.
J ez = ex+iy = ex · eiy = ex{cos y + i sin y}, OTKUDA I SLEDU@T ISKOMYE RAWENSTWA. I

pRIMER 1. ei = cos 1 + i sin 1.

1
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pRIMER 2. e1+i π

4 = e ·
(
cos π

/
4 + i sin π

/
4
)
=

e
√

2

2
(1 + i)

II. cos z
4
=

∞∑
k=0

(−1)k z2k

(2k)!
; sin z

4
=

∞∑
k=0

(−1)k z2k+1

(2k + 1)!
; |z| < ∞

sWOJSTWA cos z I sin z.

1. cos z = (eiz + e−iz)
/

2; sin z = (eiz − e−iz)
/

2i – FORMULY |JLERA.
J oBOSNOWANIE IDENTI^NO OBOSNOWANI@ SWOJSTWA 1 FUNKCII ez. I

2. cos z I sin z – PERIODI^ESKIE FUNKCII S PERIODOM 2π.
J sLEDUET IZ FORMUL |JLERA I SWOJSTWA 3 FUNKCII ez. I

3. dLQ cos z I sin z OSTA@TSQ KORREKTNYMI WSE FORMULY TRIGONOMETRII.
J dLQ ILL@STRACII OGRANI^IMSQ DWUMQ RAWENSTWAMI:

(1)
sin(z1 + z2) =

1

2i

{
ei(z1+z2) − e−i(z1+z2)

}
=

1

2i

{
eiz1 · eiz2 − e−iz1 · e−iz2

}
=

1

2i
{(cos z1 + i sin z1) ×

× (cos z2 + i sin z2)− (cos z1 − i sin z1)(cos z2 − i sin z2)} = cos z1 sin z2 + sin z1 cos z2 ;

(2)
cos z1 · cos z2 =

1

2

{
eiz1 + e−iz1

}
· 1

2

{
eiz2 + e−iz2

}
=

1

2

{
1

2

(
ei(z1+z2) + e−i(z1+z2)

)
+

+
1

2

(
ei(z1−z2) + e−i(z1−z2)

)}
= 0, 5

{
cos(z1 + z2) + cos(z1 − z2)

}
pRIMER 3. cos

(π

2
+ i ln 2

)
=

1

2

{
ei (π/2+i ln 2) + e−i (π/2+i ln 2)

}
=

1

2

{
e− ln 2 · eiπ/2 + eln 2 · e−iπ/2

}
=

=
1

2

{
1

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
+ 2

(
cos

π

2
− i sin

π

2

)}
= −3i

4
.

4. w C FUNKCII cos z I sin z NE QWLQ@TSQ OGRANI^ENNYMI.

J pUSTX z = x + iy. w \TOM SLU^AE

(1)
cos z =

1

2

{
ei (x+iy) + e−i(x+iy)

}
=

1

2

{
e−y · eix + ey · e−ix

}
=

1

2

{
e−y(cos x + i sin x)+

+ ey(cos x− i sin x)} = ch y cos x− i sh y sin x ,

Re cos z = ch y cos x I Im cos z = − sh y sin x ;

(2)
sin z =

1

2i

{
ei (x+iy) + e−i(x+iy)

}
=

1

2i

{
e−y(cos x + i sin x)− ey(cos x− i sin x)

}
=

= ch y sin x + i sh y cos x ,

Re sin z = ch y sin x ; Im sin z = sh y cos x.

a TAK KAK ch y I sh y – NEOGRANI^ENNYE FUNKCII, TO | cos z| I | sin z| – NEOGRANI^ENY W C. I

III. ch z
4
=

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
, sh z

4
=

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
; |z| < ∞

sWOJSTWA ch z I sh z.

1. ch z = {ez + e−z}/2 , sh z = {ez − e−z}/2 – FORMULY |JLERA.

J fORMULY |JLERA NEPOSREDSTWENNO SLEDU@T IZ O^EWIDNYH RAWENSTW: ez = ch z + sh z ;
e−z = ch z − sh z I

2. ch z I sh z – PERIODI^ESKIE FUNKCII S KOMPLEKSNYM PERIODOM, RAWNYM 2πi.

2
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J tAK KAK 2πi – PERIOD FUNKCII ez, TO OSTALOSX WOSPOLXZOWATXSQ FORMULAMI |JLERA DLQ GIPER-

BOLI^ESKIH FUNKCIJ. I

3. ch z I sh z OBLADA@T STANDARTNYMI SWOJSTWAMI GIPERBOLI^ESKIH FUNKCIJ.

J dLQ ILL@STRACII OGRANI^IMSQ DWUMQ RAWENSTWAMI:

(1) ch2 z − sh2 z =
1

4

{
ez + e−z

}2 − 1

4

{
ez − e−z

}2 ≡ 1 ;

(2)
sh z1 · ch z2 =

1

2

{
ez1 − e−z1

}
· 1

2

{
ez2 + e−z2

}
=

1

2

{
1

2

(
ez1+z2 − e−(z1+z2)

)
+

+
1

2

(
ez1−z2 − e−(z1−z2)

)}
=

1

2
{sh(z1 + z2)− sh(z1 − z2)} . I

4. ch(iz) = cos z , sh(iz) = i sin z

J nEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ FORMUL |JLERA. I

5. ch z = ch x cos y + i sh x sin y ; sh z = sh x cos y + i ch x sin y

J oBOSNOWANIE \TIH RAWENSTW ANALOGI^NO OBOSNOWANI@ SWOJSTWA 4 cos z I sin z. I

IV. lOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQ. pUSTX W = ln z OPREDELQETSQ KAK FUNKCIQ, OBRATNAQ PO OTNO-
[ENI@ K POKAZATELXNOJ FUNCII z = exp(W ). eSLI W = u + iv I z = |z| exp(i arg z) 6= θ, TO
z = exp(W ) ⇐⇒ |z| exp(i arg z) = exp(u + iv) = exp(u) · exp(iv) ⇐⇒

(
|z| = exp(u)

)
∧ (arg z = v).

tAKIM OBRAZOM ln z = u + iv = ln |z|+ i arg z PRI z 6= θ.

pRIMER 4. (A) ln(−1) = ln | − 1|+ i arg(−1) = iπ ;

(B) ln(i) = ln |i|+ i arg(i) = i π/2 ;

(W) ln(3 + 4i) = ln |3 + 4i|+ i arg(3 + 4i) = ln 5 + i arctg(4/3).

zAME^ANIQ.

1. Ln z
4
= ln |z|+ i Arg z ≡ ln |z|+ i{arg z + 2πk} = ln z + i 2πk.

2. ln(z1 · z2) = ln z1 + ln z2.

J ln(z1 · z2) = ln |z1 · z2|+ i arg(z1 · z2) = ln{|z1| · |z2|}+ i{arg z1 + arg z2} = ln |z1|+ i arg z1+
+ ln |z2|+ i arg z2 = ln z1 + ln z2 I

3. ln(z1

/
z2) = ln z1 − ln z2.

J ln(z1

/
z2) = ln |z1

/
z2|+ i arg(z1

/
z2) = ln{|z1|

/
|z2|}+ i{arg z1 − arg z2} = ln |z1|+ i arg z1−

− ln |z2| − i arg z2 = ln z1 − ln z2 I

4. aNALOGI^NO FUNKCII ln z WWODQT OBRATNYE TRIGONOMETRI^ESKIE

I GIPERBOLI^ESKIE FUNKCII. dLQ ILL@STRACII RASSMOTRIM FUNKCI@

W = Arcsin z ⇐⇒ z = sin W ⇐⇒ z = {exp(iW )− exp(−iW )}
/

2i ⇐⇒ (eiW )2 − 2iz eiW − 1 = 0 ⇐⇒
⇐⇒ eiW = iz +

√
1− z2, GDE BERUTSQ OBA ZNA^ENIQ KWADRATNOGO KORNQ. tAKIM OBRAZOM,

Arcsin(z) = W = −i Ln(iz +
√

1− z2).

pRIMER 5. Arcsin 2 = −i Ln(2i +
√

1− 4) = −i Ln(2i±
√

3 i) = −i Ln
(
(2±

√
3)i
)
=

= −i
{

ln |2±
√

3|+ i
(π

2
+ 2πk

)}
=
(π

2
+ 2πk

)
− i ln(2±

√
3).

lekciq 2.
oPREDELENIE 1. fUNKCI@ f(x) = u(x, y) + iv(x, y) NAZYWA@T DIFFERENCIRUEMOJ W TO^KE z = x + iy
OBLASTI G ⊂ C EE OPREDELENIQ, ESLI DLQ L@BOGO ∆z = ∆z + i∆y TAKOGO, ^TO (z + ∆z) ∈ G SU]ESTWUET

A = α + iβ TAKOE, ^TO ∆f
4
= f(z + ∆z) − f(z) = A∆z + o(|∆z|), GDE lim

∆z→0

∣∣∣∣o(|∆z|)
∆z

∣∣∣∣ = 0. pRI \TOM

WELI^INU A = α + iβ NAZYWA@T PROIZWODNOJ f W TO^KE z I OBOZNA^A@T f ′(z).

3
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zAME^ANIE 1. ∆f(z) = ∆u(x, y) + i∆v(x, y), GDE ∆u(x, y) = u(x + ∆x, y + ∆y) − u(x, y) I

∆v(x, y) = v(x + ∆x, y + ∆y)− v(x, y)

tEOREMA 1. eSLI f(z) – DIFFERENCIRUEMA W TO^KE z ∈ G, TO W \TOJ TO^KE WYPOLNENY USLOWIQ

kO[I-rIMANA: {u′x(x, y) = v′y(x, y)} ∧ {u′y(x, y) = −v′x(x, y)}, GDE u(x, y) = Re f(z) I v(x, y) = Im f(z).

dOKAZATELXSTWO.

sOGLASNO USLOWIQM TEOREMY ∆u + i∆v = (α + iβ)(∆x + i∆y) + o(|∆z|), ∀ ∆z : z + ∆z ∈ G. tAKIM
OBRAZOM, IMEEM ∆u+i∆v = (α∆x−β∆y)+i(α∆y+β∆x)+ou(|∆z|)+iov(|∆z|), GDE ou(|∆z|) = Re o(|∆z|)
I ov(|∆z|) = Im o(|∆z|). wOSPOLXZOWAW[ISX OPREDELENIEM RAWENSTWA KOMPLEKSNYH ^ISEL, POLU^AEM:

∆u = α∆x + β∆y + ou(|∆z|) =⇒ α = u′x I β = −u′y
∆v = α∆y + β∆x + ov(|∆z|) =⇒ α = v′y I β = v′x
OTKUDA I SLEDUET ISKOMOE UTWERVDENIE.

sLEDSTWIE. eSLI f(z) DIFFERENCIRUEMA W TO^KE z ∈ G, TO
f ′(z) = u′x − iu′y = v′y + iv′x = u′x + iv′x = v′y − iu′y.

tEOREMA 2. eSLI f(z) OPREDELENA W G, A W TO^KE z ∈ G DLQ NEE WYPOLNENY USLOWIQ kO[I-rIMANA I
SU]ESTWUET POLNYE DIFFERENCIALY EE WE]ESTWENNOJ I MNIMOJ ^ASTEJ, T.E.

∆u(x, y) = u′x∆x + u′y∆y + ou(|∆z|), ∆v(x, y) = v′x∆x + v′y∆y + ov(|∆z|),

GDE lim
∆z→0

ou(|∆z|)
|∆z|

= 0 = lim
∆z→0

ov(|∆z|)
|∆z|

, TOGDA ∃ f ′(z).

dOKAZATELXSTWO. sOGLASNO USLOWIQM TEOREMY W TO^KE z ∈ G IME@T MESTO SLEDU@]IE RAWENSTWA:
∆f(z) = ∆u + i∆v = u′x∆x + u′y∆y + ou(|∆z|) + iv′x∆x + iv′y∆y + iov(|∆z|) = {USLOWIQ kO[I-rIMANA :

(u′x = v′y) ∧ (u′y = −v′x)} = v′y∆x− v′x∆y + ou(|∆z|) + iv′y∆y + iv′x∆x + iov(|∆z|) = {o(|∆z|) =

= ou(|∆z|) + iov(|∆z|)} = v′y(∆x + i∆y) + iv′x(∆x + i∆y) + o(|∆z|) = {∆z = ∆x + i∆y} =

= {v′y + iv′x}∆z + o(|∆z|), T.E. ∃ f ′(z) = v′y(x, y) + iv′x(x, y), ^TO I TREBOWALOSX DOKAZATX.

oPREDELENIE 2. eSLI FUNKCIQ w = f(z) DIFFERENCIRUEMA NE TOLXKO W TO^KE z OBLASTI G EE OPREDE-
LENIQ, NO W NEKOTOROJ EE OKRESTNOSTI, TO \TU FUNKCI@ NAZYWA@T ANALITI^ESKOJ W \TOJ TO^KE. eSLI
FUNKCIQ QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W KAVDOJ TO^KE OBLASTI G1 ⊂ G, TO EE NAZYWA@T ANALITI^ESKOJ W
\TOJ OBLASTI.

zAME^ANIE 2. sOGLASNO OPREDELENI@ 1 OPERACIQ DIFFERENCIROWANIQ KOMPLEKSNYH FUNKCIJ KOM-
PLEKSNOGO PEREMENNOGO OBLADAET STANDARTNYMI SWOJSTWAMI, A SPECIFIKA SWQZANA LI[X S NALI^IEM
W C WTOROGO WNUTRENNEGO ZAKONA.

pRIMER 1. pUSTX f(z)
4
= eAz = e(α+iβ)(x+iy) = e(αx−βy)+i (βx+αy).

w \TOM SLU^AE u = Re eAz = eαx−βy cos(βx + αy) ; v = Im eAz = eαx−βy sin(βx + αy).

fUNKCII u(x, y), v(x, y) QWLQ@TSQ GLADKIMI I SU]ESTWOWANIE DLQ NIH POLNYH DIFFERENCIALOW O^E-
WIDNO. pROWERIM WYPOLNENIE USLOWIJ kO[I-rIMANA. iMEEM:

u′x = αeαx−βy cos(βx + αy)− βeαx−βy sin(βx + αy)

v′y = −βeαx−βy sin(βx + αy) + αeαx−βy cos(βx + αy)

}
=⇒ u′x ≡ v′y W R2

u′y = −βeαx−βy cos(βx + αy)− αeαx−βy sin(βx + αy)

v′x = αeαx−βy sin(βx + αy) + βeαx−βy cos(βx + αy)

}
=⇒ u′y ≡ −v′x W R2

tAKIM OBRAZOM, W L@BOJ TO^KE z ∈ C SU]ESTWUET

f ′(z) = u′x + iv′y = αeαx−βy
{

cos(βx + αy) + i sin(βx + αy)
}

+ iβeαx−βy
{

cos(βx + αy) + i sin(βx + αy)
}

=

= e(αx−βy)+i(βx+αy) · (α + iβ) = AeAz.

4
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pRIMER 2. pUSTX f(z)

4
= z̄ = x− iy, T.E.

u
4
= Re f(z) = x;

v
4
= Im f(z) = −y

. tAKIM OBRAZOM

u′x ≡ 1
v′y ≡ 0

∣∣∣∣∣ v′x ≡ 0
v′y ≡ −1

}
T.E. USLOWIQ kO[I-rIMANA NE WYPOLNENY NI W ODNOJ TO^KE C I 6 ∃ f ′(z)

zAMETIM, ^TO ESLI ϕ - DIFFERENCIRUEMA I f(z) = ϕ(z̄), TO

f ′(z) = ϕ′(w)
∣∣∣
w=z̄

· d

dz
z̄ I 6 ∃ f ′(z).

zAME^ANIE 3. pUSTX f(z) = u(x, y) + iv(x, y) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W OBLASTI G1 ⊂ G ⊂ C,
T.E. W KAVDOJ TO^KE G1 WYPOLNQ@TSQ USLOWIQ kO[I-rIMANA: (u′x = v′y) ∧ (u′y = −v′x). dALEE MY

POKAVEM, ^TO ANALITI^ESKAQ W G1 FUNKCIQ – BESKONE^NO DIFFERENCIRUEMA W G1. iZ \TOGO SLEDUET

SU]ESTWOWANIE I NEPRERYWNOSTX W G1 WTORYH SME[ANNYH PROIZWODNYH DLQ SKALQRNYH FUNKCIJ u
I v I PO TEOREME O SME[ANNYH PROIZWODNYH W KAVDOJ TO^KE OBLASTI G1 IME@T MESTO RAWENSTWA:
(u′′xy = u′′yx) ∧ (v′′xy = v′′yx). tAKIM OBRAZOM (u′′xx = v′′xy) ∧ (u′′yy = −v′′yx) W G1, T.E. u′′xx + u′′yy = 0 W G1.
aNALOGI^NO v′′xx +v′′yy = 0 W G1. tAKIM OBRAZOM WE]ESTWENNAQ I MNIMAQ ^ASTI ANALITI^ESKOJ FUNKCII
– GARMONI^ESKIE FUNKCII.

zAME^ANIE 4. aNALITI^ESKAQ FUNKCIQ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) MOVET BYTX POSTROENA PUTEM

ZADANIQ ODNOJ IZ GARMONI^ESKIH FUNKCIJ: u(x, y) ILI v(x, y) I PODBORA WTOROJ GARMONI^ESKOJ FUNK-
CII, UDOWLETWORQ@]EJ USLOWIQM kO[I-rIMANA, ^TO \KWIWALENTNO ZADA^E NAHOVDENIQ FUNKCII PO EE
POLNOMU DIFFERENCIALU S TO^NOSTX@ DO POSTOQNNOGO SLAGAEMOGO. pO\TOMU WE]ESTWENNU@ I MNIMU@

^ASTI ANALITI^ESKOJ FUNKCII NAZYWA@T SOPRQVENNYMI GARMONI^ESKIMI FUNKCIQMI.

pRIMER 3. pUSTX v(x, y)
4
= x2 − y2 + 1. tOGDA v′′xx + v′′yy ≡ 0 ,∀

[
x
y

]
∈ R2

(u′x = v′y = −2y) =⇒ u =
∫

v′ydx = −2xy + C1(y)

(u′y = −v′x = −2x) =⇒ u =
∫

(−v′x)dy = −2xy + C2(x)

}
=⇒ u(x, y) = −2xy + C0, GDE

C1(y) ≡ C2(x) ≡ C0 − const. tAKIM OBRAZOM:

f(z) = u + iv = −2xy + C0 + i(x2 − y2 + 1) ≡ i(x2 + 2ixy − y2) + C0 + i ≡ z2 + C0 + i

pRIMER 4. pUSTX u(x, y)
4
= ex sin y − x. tOGDA u′′xx + u′′yy ≡ 0 ,∀

[
x
y

]
∈ R2

(v′x = −u′y = −ex cos y) =⇒ v =
∫

(−u′y)dx = −ex cos y + C1(y)

(v′y = u′x = ex sin y − 1) =⇒ v =
∫

u′xdy = −ex cos y − y + C2(x)

}
=⇒ C1(y) ≡ −y+C10, GDE C10−const

I C2(x) ≡ C10. tAKIM OBRAZOM:

f(z) = ex sin y − x + i(−ex cos y − y + C10) ≡ −i
{
ex(cos y + i sin y)

}
− (x + iy)− iC10 ≡ −iez − z + iC10

iNTEGRALY OT FUNKCIJ KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO

pUSTX L ⊂ C – GLADKAQ ILI KUSO^NO-GLADKAQ ORIENTIROWANNAQ DUGA, SOEDINQ@]AQ DWE FIKSIRO-
WANNYE TO^KI A I B KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI I f(z) = u(x, y) + iv(x, y), OPREDELENA I NEPRERYWNA WO
WSEH TO^KAH L.

ξk+1

∆zk

zk+1

zk

A = z0

B = zn

x

y

rIS.38

dUGU L TO^KAMI {zk}n
k=0 RAZBIWAEM NA n \LEMENTARNYH DUG {

x

zk; zk+1}n−1
k=0 PROIZWOLXNYM OBRAZOM,

GDE z0 = A I zn = B. nA KAVDOJ \LEMENTARNOJ DUGE

x

zkzk+1 PROIZWOLXNYM OBRAZOM WYBIRAEM
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OTME^ENNU@ TO^KU ξk+1 ∈

x

zkzk+1 I SOSTAWLQEM INTEGRALXNU@ SUMMU Sn(f)
4
=

n−1∑
k=0

f(ξk+1) · ∆zl+1, GDE

∆zk+1
4
= zk+1 − zk – WEKTOR S NA^ALOM W TO^KE zk I KONCOM W TO^KE zk+1, A |∆zk+1| – DLINA HORDY,

SOEDINQ@]EJ TO^KI zk I zk+1. eSLI WNE ZAWISMOSTI OT WYBORA TO^EK {zk} I {ξk} ∈ L SU]ESTWUET

lim
max |∆zk|→0

Sn(f), TO EGO NAZYWA@T INTEGRALOM OT FUNKCII f(z) PO ORIENTIROWANNOJ DUGE L ⊂ C I

OBOZNA^A@T

∫
L

f(z)dz.

oB]IE SWOJSTWA.

1.
∫
L

f(z)dz =

∫
L

{u(x, y) + iv(x, y)} · {dx + idy} =

∫
L

udx − vdy + i

∫
L

vdx − udy. tAKIM OBRAZOM

WE]ESTWENNAQ I MNIMAQ ^ASTI INTEGRALA FUNKCII f(z) PO ORIENTIROWANNOJ DUGE L PREDSTAWLQ@T

SOBOJ OBY^NYE KRIWOLINEJNYE INTEGRALY. s U^ETOM \TOGO SWOJSTWA MY MOVEM UTWERVDATX, ^TO
RASSMATRIWAEMYJ INTEGRAL OBLADAET STANDARTNYMI SWOJSTWAMI KRIWOLINEJNYH INTEGRALOW –

SWOJSTWA 2-8. 2.
∫
L

N∑
m=1

λmfm(z)dz =
N∑

m=1

λm

∫
L

fm(z)dz.

3. eSLI DUGI L I L∗ OTLI^A@TSQ LI[X NAPRAWLENIEM OBHODA, TO

∫
L

f(z)dz = −
∫
L∗

f(z)dz.

4. eSLI L =
m⋃

k=1

Lk I DUGI Lk, Lk+1 IME@T LI[X ODNU OB]U@ TO^KU ∀ k = 1 : m− 1, TO∫
L

f(z)dz =
m∑

k=1

∫
Lk

f(z)dz.

5. eSLI DUGA L ZADANA PARAMETRI^ESKI: L =
{
z = x + iy ∈ C : x = x(t) ∧ y = y(t), t ∈ [tA; tB],

A = x(tA) + iy(tA) ∧B = x(tB) + iy(tB)
}

, TO

∫
L

f(z)dz =

tB∫
tA

f(z(t)) · z′(t)dt.

6.
∫
L

dz = B −A, T.K.

∫
L

dz = lim
max |∆k|→0

∑
∆zk ≡ lim

max |∆k|→0
{(z1 − z0) + (z2 − z1) + . . . + (zn − zn−1)} ≡

≡ zn − z0 ≡ B − A.

7. eSLI (∀ z ∈ L)(|f(z)| < N) I DLINA DUGI L RAWNA m(L), TO

∣∣∣∫
L

f(z)dz
∣∣∣ 6 N · m(L), T.K.

∣∣∣∑ f(ξk) ·∆zk

∣∣∣6 |
∑

|f(ξk)| · |∆zk| 6 N
∑

|∆zk| → N ·m(L) PRI max |∆zk| → +0.

8. eSLI L – ORIENTIROWANNYJ ZAMKNUTYJ KONTUR, TO INTEGRAL FUNKCII f(z) PO ORIENTIROWANNOMU

ZAMKNUTOMU KONTURU L WWODQT STANDARTNYM SPOSOBOM I OBOZNA^A@T

	

∫
L

f(z) dz.

pRIMER 1. wY^ISLITX Jk =

∫
Lk

Re zdz, GDE L1 I L2 PREDSTAWLENY NA RIS.

L1 =
{
z = x + iy : x = t ∧ y = t, t ∈ [0; 1]

}
=⇒ z = (1 + i)t =⇒ dz = (1 + i)dt

6
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2
=⇒ J1 =

∫
L1

xdz =

1∫
0

t · (1 + i)dt = (1 + i)
t2

2

∣∣∣1
0
=

1

2
+ i

1

2

y

x

L1

L2

1 rIS.39
wY^ISLIM J2:

nA U^ASTKE (y = 0) ∧ (0 6 x 6 1) IMEEM (y = 0) ∧ (dy = 0) ∧ (x ∈ [0; 1])
nA U^ASTKE (x = 1) ∧ (0 6 y 6 1) IMEEM (x = 1) ∧ (dx = 0) ∧ (y ∈ [0; 1])

∣∣∣∣∣ u ≡ x
v ≡ 0

}
=⇒

J2 =

∫
L2

udx− vdy + i

∫
L2

vdx + udy ≡
∫
L2

udx + i

∫
L2

udy ≡
1∫

0

xdx + i

1∫
0

1dy =
1

2
+ i

tEOREMA kO[I. eSLI FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W ODNOSWQZNOJ OBLASTI G ∪ ΓG ⊂ C I

ΓG – KUSO^NO-GLADKIJ ZAMKNUTYJ KONTUR, TO

∮
ΓG

f(z)dz = 0.

dOKAZATELXSTWO.

∮
ΓG

f(z)dz =

∮
ΓG

udx− vdy + i

∮
ΓG

vdx + udy. a TAK KAK f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ

W ZAMKNUTOJ ODNOSWQZNOJ OBLASTI G ∪ ΓG, TO W KAVDOJ TO^KE \TOJ OBLASTI WYPOLNENY USLOWIQ

kO[I-rIMANA: (u′x = v′y) ∧ (u′y = −v′x). tAKIM OBRAZOM

∮
ΓG

udx − vdy = 0 =

∮
ΓG

vd + udy, T.K. u I v –

NEPRERYWNY WMESTE SO SWOIMI PROIZWODNYMI I WYPOLNENY USLOWIQ NEZAWISIMOSTI KRIWOLINEJNOGO

INTEGRALA OT PUTI INTEGRIROWANIQ.

sLEDSTWIQ.
I. eSLI W USLOWIQH TEOREMY kO[I G ⊂ C – DWUHSWQZNAQ OBLASTX, OGRANI^EN-

NAQ WNE[NIM KONTUROM L I WNUTRENNIM KONTUROM l, TO

	

∫
L

f(z)dz = −

�

∫
l

f(z)dz.

A

B

L
l

rIS.39A
dEJSTWITELXNO, RAZREZOM AB PREWRA]AEM ISHODNU@ OBLASTX l W ODNOSWQZNU@ I PO TEOREME kO[I

	

∫
L

+

∫

x

BA

+

�

∫
l

+

∫

x

AB

≡ 0. oTKUDA I SLEDUET ISKOMOE, T.K.

∫
~AB

≡ −
∫

x

BA

.

II. eSLI W USLOWIQH TEORMY kO[I G ⊂ C – n-SWQZNAQ OBLASTX, OGRANI^ENNAQ WNE[NIM L I WNUTREN-

NIMI {lk}n−1
k=1 KUSO^NO-GLADKIMI ZAMKNUTYMI KONTURAMI, TO

	

∫
L

f(z)dz = −
n−1∑
k=1

	

∫
L

f(z)dz.

tEOREMA 1. eSLI FUNKCIQ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W ODNOSWQZNOJ OBLASTI

7
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G I z0 ∈ G – FIKSIROWANNAQ, A Z ∈ G – PROIZWOLXNAQ TO^KA, TO FUNKCIQ F (Z)

4
=

Z∫
z0

f(z)dz QWLQETSQ

ANALITI^ESKOJ W G I F ′(Z) = f(Z).
dOKAZATELXSTWO. tAK KAK FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W G, TO DLQ L@-

BOGO KUSO^NO-GLADKOGO ZAMKNUTOGO KONTURA L1 ∪ L2 ⊂ G PO T. kO[I
	

∫
L1∪L2

f(z)dz ≡ θ.

Z

z0

L1

L2

rIS.40

nO TOGDA (SM. RIS.)

∫

x

z0αZ

f(z)dz =

∫

x

z0βZ

f(z)dz. tAKIM OBRAZOM INTEGRAL PO DUGE

x

z0Z NE ZAWISIT OT

FORMY DUGI, A ZAWISIT LI[X OT OGRANI^IWA@]IH EE TO^EK z0 I Z, T.E. OPREDELENA FUNKCIQ

F (Z)
4
=

Z∫
z0

f(z)dz =⇒


U(x, y)

4
= Re F (Z) ≡

∫ (x,y)

(x0,y0)

udx− vdy

V (x, y)
4
= Im F (Z) ≡

∫ (x,y)

(x0,y0)

udy + vdx

.

tAK KAK W G DLQ FUNKCIJ u(x, y) I v(x, y) WYPOLNENY USLOWIQ kO[I-rIMANA, TO NA OSNOWANII
TEOREMY O ^ETYREH \KWIWALENTNYH USLOWIQH NEZAWISIMOSTI KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA OT PUTI IN-
TEGRIROWANIQ MY MOVEM UTWERVDATX, ^TO W G ∃ dU = udx− vdy I ∃ dV = udy + vdx. tAKIM OBRAZOM

W G

{
U ′

x = u

U ′
y = −v

}
∧

{
V ′

x = v

V ′
y = u

}
=⇒

{
U ′

x = V ′
y

U ′
y = −V ′

x

}
, T.E. FUNKCIQ F (Z) = U + iV QWLQETSQ ANALITI-

^ESKOJ I F ′(Z) = U ′
x + iV ′

x = u + iv ≡ f(z), T.K. WYPOLNENY USLOWIQ kO[I-rIMANA I ∃ dU ∧ ∃ dV .

sLEDSTWIQ IZ TEOREMY 1.

I.) eSLI F ′
1(z) = F ′

2(z), ∀ x ∈ G, TO F1(z)− F2(z) ≡ C − const W G.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX ϕ(z) = α + iβ
4
= F1(z)−F2(z). tOGDA FUNKCIQ ϕ(z) QWLQETSQ ANALITI^E-

SKOJ W G I ϕ′(z) = F ′
1(z) − F ′

2(z) ≡ θ, T.E. α′x ≡ 0 ≡ β′x, A IZ USLOWIJ kO[I-rIMANA α′y ≡ 0 ≡ β′y, T.E.
α ≡ C1 ∧ β ≡ C2 I ϕ(z) ≡ C1 + iC2 − const.

II.) eSLI f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W G I Φ′(z) = f(z), TO

∫ Z

z0

f(z)dz = Φ(Z)− Φ(z0).

dOKAZATELXSTWO. tAK KAK
d

dZ

∫ Z

z0

f(z)dz = f(Z), TO SOGLAcNO SLEDSTWI@ 1 IMEEM:∫ Z

z0

f(z)dz = Φ(Z) + C I PRI Z = z0 NAHODIM C = −Φ(z0).

pRIMER. pUSTX n ∈ {1, 2, . . .} I
∮

|z−z0|=ρ

dz

(z − z0)n
=

{
2πi ; n = 1
0 ; n > 1

}
, TAK KAK, ESLI z = z0 +ρ eiϕ,

GDE ϕ ∈ [0; 2π), TO dz = i ρ eiϕdϕ I

z0

ρ
z0 + ρ eiϕ

rIS.41
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(
n = 1

)
=⇒

∮
=

2π∫
0

ρ ieiϕdϕ

ρ eiϕ
= i

2π∫
0

dϕ ≡ 2πi ;

(
n > 1

)
=⇒

∮
=

2π∫
0

ρ i eiϕdϕ

ρn ei nϕ
≡ i

ρn−1

2π∫
0

e−i(n−1)ϕdϕ = − i

ρn−1 i(n− 1)
· e−i(n−1)ϕ

∣∣∣2π

0
≡

≡ − 1

(n− 1)ρn−1

{
e−i(n−1)2π︸ ︷︷ ︸

≡1

−1
}
≡ 0.

iNTEGRALXNAQ FORMULA kO[I

pUSTX FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W ODNOSWQZNOJ OBLASTI G∪ΓG, OGRANI^ENNOJ KUSO^NO-
GLADKIM ZAMKNUTYM KONTUROM ΓG, I z0 QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO^KOJ OBLASTI G.

γ
z0

G ΓG
rIS.42

tOGDA ∃ρ > 0 : γ
4
=
{
z : |z−z0| = ρ

}
⊂ G. w \TOM SLU^AE FUNKCIQ f(z)

/
(z−z0) QWLQETSQ ANALITI^EcKOJ

W DWUHSWQZNOJ OBLASTI, OGRANI^ENNOJ KONTURAMI ΓG I γ. pO\TOMU, SOGLASNO SLEDSTWI@ I IZ TEOREMY
kO[I, IMEEM:

	

∫
ΓG

f(z)

z − z0

dz = −

�

∫
γ

f(z)dz

z − z0

≡

	

∫
γ

f(z)

z − z0

dz (∗)

iZ ANALITI^NOSTI FUNKCII f(z) WO WSEH TO^KAH G ∪ ΓG SLEDUET EE NEPRERYWNOSTX

WO WSEH TO^KAH KRUGA Kρ
4
= {z : |z − z0| 6 ρ} ⊂ G. tAKIM OBRAZOM

(∀ ε > 0)(∃ ρ > 0) : (|z − z0| = ρ) =⇒ |f(z)− f(z0)| < ε. pO\TOMU∣∣∣∣∣∣ 	

∫
γ

f(z)dz

z − z0

−

	

∫
γ

f(z0)dz

z − z0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 	

∫
γ

f(z)− f(z0)

z − z0

dz

∣∣∣∣∣∣ 6 max
z∈γ

|f(z)− f(z0)|
|z − z0|

·m(γ) <
ε

ρ
· 2πρ ≡ 2πε (∗∗)

eSLI U^ESTX, ^TO

	

∫
γ

f(z0) dz

z − z0

≡ f(z0)

	

∫
γ

dz

z − z0

≡ 2π i f(z0) – NE ZAWISIT OT ε I, SOGLASNO RAWENSTWU (∗), NERAWENSTWO

(∗∗) MOVET BYTX PREDSTAWLENO W SLEDU@]EM WIDE:∣∣∣∣∣∣ 	
∫

ΓG

f(z)

z − z0

dz − 2π i f(z0)

∣∣∣∣∣∣ < ε, TO f(z0) =
1

2π i

	

∫
ΓG

f(z)

z − z0

dz, T.K. WSE WHODQ]IE WELI^INY NE ZAWISQT

NI OT ε > 0, NI OT ρ > 0.

pRIME^ANIE. iNTEGRALXNAQ FORMULA kO[I POZWOLQET NAHODITX ZNA^ENIQ ANALITI^ESKOJ FUNKCII
WO WNUTRENNIH TO^KAH ODNOSWQZNOJ OBLASTI G PO EE ZNA^ENIQM NA ΓG.

sLEDSTWIE 1. pROIZWODNAQ L@BOGO PORQDKA OT ANALITI^ESKOJ FUNKCII – ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX f(z) ANALITI^NA W ODNOSWQZNOJ OBLASTI G ∪ ΓG I z0 ∈ G – WNUTRENNQQ

TO^KA. tOGDA ∀∆z : |∆z| < min
z∈ΓG

|z − z0|, T.E. z0 + ∆z ∈ G \ ΓG, IMEEM:

f(z0 + ∆z)− f(z)

∆z
=

1

2π i ∆z

 	

∫
ΓG

f(z) dz

z − z0 −∆z
−

	

∫
ΓG

f(z)

z − z0

dz

 =
1

2π i

	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0 −∆z)(z − z0)
.
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tAKIM OBRAZOM f ′(z0) =

1!

2π i

	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0)2
.

sOWER[ENNO ANALOGI^NO NAHODIM:

f ′(z0 + ∆z)− f ′(z0)

∆z
=

1

2π i ∆z

 	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0 −∆z)2
−

	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0)2

 ≡

≡ 1!

2π i∆z

	

∫
ΓG

(z − z0)
2 − (z − z0)

2 + 2∆z(z − z0)−∆2z

(z − z0 −∆z)2(z − z0)2
f(z)dz.

tAKIM OBRAZOM f ′′(z0) =
2!

2π i

	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0)3
I T.D.

iSPOLXZUQ METOD POLNOJ MATEMATI^ESKOJ INDUKCII MOVNO DOKAZATX, ^TO ∀n > 0 IMEET MESTO BYTX

RAWENSTWO: f (n)(z) =
n!

2π i

	

∫
ΓG

f(z) dz

(z − z0)n+1
.

sLEDSTWIE 2. iNTEGRALXNAQ FORMULA kO[I I FORMULA DLQ NAHOVDENIQ n-OJ PROIZWODNOJ OT ANA-
LITI^ESKOJ FUNKCII MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY DLQ WY^ISLENIQ KONTURNYH INTEGRALOW.

pRIMER 2.

y

x

3i
2i

θ rIS.43

	

∫
|z−3i|=2

ez

z(z − 2i)
dz =


f(z) = ez/z QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W KRUGE
S CENTROM W TO^KE 3i I RADIUSOM z, A z0 = 2i −
WNUTRENNQQ TO^KA \TOGO KRUGA

 =

=

	

∫
|z−3i|=2

ez

z
· dz

(z − 2i)
= 2π i

e2i

2i
≡ π(cos 2 + i sin 2).

pRIMER 3.

	
∫

|z|=10

cos z

(z − i)3
dz =

{
z0 = i
n + 1 = 3

}
=

2π i

2!
· d2

dz2
cos z

∣∣∣
z=i

= −2π i cos i = −π i ch 1, T.K.

OKRUVNOSTX |z| = 10 OHWATYWAET TO^KU z0 = i.

tEOREMA tEJLORA. pUSTX FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W OBLASTI G ⊂ C. eSLI

z0 – WNUTRENNQQ TO^KA G I r = min
z∈ΓG

|z − z0|, TO W KRUGE Kρ = {z : |z − z0| 6 ρ < r} ⊂ C
FUNKCIQ f(z) ”RAZLAGAETSQ W RQD” PO CELYM POLOVITELXNYM STEPENQM (z − z0).

r

ρ z0
z

ξ

γρ

rIS.44

dOKAZATELXSTWO. pUSTX γρ
4
= {ξ : |ξ − z0| = ρ < r} – GRANICA KRUGA Kρ ⊂ G I

10
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Ì
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Ô
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Ô
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Ô
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Ô
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f(z) =

1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ)dξ

ξ − z
, GDE z – WNUTRENNQQ TO^KA KRUGA Kρ, TO ESTX |z − z0| < ρ, I ξ ∈ γρ. tAK KAK

|z − z0|
/
|ξ − z0| < 1, TO

1

ξ − z
≡ 1

(ξ − z0)− (z − z0)
≡ 1

ξ − z0

· 1

1− (z − z0)/(ξ − z0)
=

∞∑
k=0

(z − z0)
k

(ξ − z0)k+1
.

tAKIM OBRAZOM
f(ξ)

ξ − z
=

∞∑
k=0

f(ξ)
(z − z0)

k

(ξ − z0)k+1
I PRI FIKSIROWANNOM z RASSMATRIWAEMYJ FUNKCIONALX-

NYJ RQD

{
f(ξ)

(z − z0)
k

(ξ − z0)k+1

}
k>0

SHODITSQ RAWNOMERNO OTNOSITELXNO ξ, TAK KAK∣∣∣∣f(ξ)
(z − z0)

k

(ξ − z0)k+1

∣∣∣∣ 6 max
ξ∈γρ

|f(ξ)| · |z − z0|k

|ξ − z0)k+1
= max

ξ∈γρ

|f(ξ)| · |z − z0|k

ρk+1
I RQD {|z − z0|k/ρk+1}k>0 SHODITSQ

KAK GEOMETRI^ESKAQ PROGRESSIQ, T.K. |z−z0| < ρ. pRI NALI^II RAWNOMERNOJ SHODIMOSTI SUMMU FUNK-
CIONALXNOGO RQDA MOVNO PO^LENNO INTEGRIROWATX:

f(z) =
1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − z)
dξ =

1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ)
(z − z0)

k

(ξ − z0)k+1
dξ =

∞∑
k=0

 1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)k+1

 (z − z0)
k.

tAKIM OBRAZOM,

f(z) =
∞∑

k=0

ak · (z − z0)
k ; ak =

1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)k+1
≡ 1

k!
f (k)(z0) , ∀ k > 0.

pRI \TOM {ak}k>0 NE ZAWISIT OT z.

pRIME^ANIE. pUSTX max
ξ∈γρ

|f(ξ)| = M(ρ), TOGDA

|ak| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)k+1

∣∣∣∣∣∣ 6 1

2π
max
ξ∈γρ

|f(ξ)|
|ξ − z0|k+1

·m(γρ) =
1

2π

M(ρ)

ρk+1
2πρ. tAKIM OBRAZOM MY PRIHODIM K

NERAWENSTWU kO[I, |ak| 6 M(ρ)
/
ρk, KOTOROE POZWOLQET OCENIWATX SKOROSTX UBYWANIQ KO\FFICIENTOW

RQDA tEJLORA.

pRIMER. ln(1 + z) =
∞∑

k=1

(−1)k−1 · zk

k
; |z| < 1, TAK KAK PRI z0 = 0 IMEEM:

f(z0) = ln 1 = 0

f ′(z0) = (1 + z)−1
∣∣∣
z=θ

= 1

f ′′(z0) = (−1)(1 + z)−2
∣∣∣
z=θ

= −1

f ′′′(z0) = (−1)(−2)(z − z0)
−3
∣∣∣
z=θ

= 2!
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
f (k)(z0) = (−1)(−2) . . . (−k + 1)(z − z0)

−k
∣∣∣
z=θ

= (−1)k−1 · (k − 1)!.

nULI ANALITI^ESKOJ FUNKCII

oPREDELENIE 1. tO^KU z0 NAZYWA@T NULEM PORQDKA m ANALITI^ESKOJ FUNKCIII f(z), ESLI

f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (m−1)(z0) = θ 6= f (m)(z0).

oPREDELENIE 2. tO^KU z0 NAZYWA@T NULEM PORQDKA m ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), ESLI SU]E-
STWUET ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ ϕ(z) TAKAQ, ^TO ϕ(z0) 6= θ I f(z) = (z − z0)

mϕ(z).

tEOREMA. oPREDELENIE 1, 2 \KWIWALENTNY.
dOKAZATELXSTWO. tAK KAK FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W TO^KE z0, TO, SOGLASNO TEOREME

11
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Í
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tEJLORA W OKRESTNOSTI \TOJ TO^KI

f(z) =

{
f(z0) + f ′(z0) · (z − z0)

/
1! + . . . + f (m−1)(z0) ·

(z − z0)
m−1

(m− 1)!

}
+

+(z − z0)
m ·
{

f (m)(z0)
1

m!
+ f (m+1)(z0)

(z − z0)

(m + 1)!
+ . . .

} (∗)

α). eSLI SPRAWEDLIWO OPREDELENIE 1, TO PERWAQ FIGURNAQ SKOBKA RAZLOVENIQ (*) TOVDESTWENNO RAWNA
θ, A WTORAQ ZADAET FUNKCI@ ϕ(z) I ϕ(z0) ≡ f (m)(z0)

/
m! 6= θ.

β). eSLI IMEET MESTO OPREDELENIE 2, TO IZ RAZLOVENIQ (*) SLEDUET, ^TO ϕ(z) OPREDELQETSQ WYRAVE-
NIEM, STOQ]IM WO WTOROJ FIGURNOJ SKOBKE I ϕ(z0) 6= θ, T.E. f (m)(z0) 6= θ, A PERWAQ FIGURNAQ SKOBKA
DOLVNA BYTX TOVDESTWENNO RAWNOJ θ, T.E. f(z0) = f ′(z0) = . . . = f (m−1)(z0) = θ.

rQD lORANA

pUSTX FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W KOLXCE D = {ξ ∈ C : 0 < r < |ξ − z0| < R < ∞} I
z – NEKOTORAQ FIKSIROWANNAQ WNUTRENNQQ TO^KA \TOGO KOLXCA.

R

R∗ r∗ r

z0

ΓR ΓR∗ Γr∗

Γrz

γρ

rIS.45
oBRAZUEM NOWOE KOLXCO D∗ = {ξ ∈ C : r < r∗ < |ξ − z0| < R∗ < R}, CELIKOM LEVA]EE W

KOLXCE D I SODERVA]EE z KAK SWO@ WNUTRENN@@ TO^KU. pOLAGAEM ΓR∗ = {ξ ∈ C : |ξ − z0| = R∗} I
Γr∗ = {ξ ∈ C : |ξ − z0| = r∗}.

pUSTX γρ = {ξ ∈ C : |ξ − z| = ρ} ⊂ D∗ ⊂ D – OKRUVNOSTX S CENTROM W TO^KE z, CELIKOM LEVA]AQ

W KOLXCE D∗.
tAK KAK FUNKCIQ f(ξ)

/
(ξ − z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W OBLASTI D \ {z}, TO, PO INTEGRALXNOJ

TEOREME kO[I DLQ MNOGOSWQZNYH OBLASTEJ, IMEEM:

1

2π i

	

∫
ΓR∗

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2π i

	

∫
Γr∗

f(ξ)

ξ − z
dξ +

1

2π i

	

∫
γρ

f(ξ)

ξ − z
dξ .

nO POSLEDNIJ INTEGRAL W LEWOJ ^ASTI \TOGO NERAWENSTWA RAWEN f(z) SOGLASNO INTEGRALXNOJ FORMULE
kO[I. tAKIM OBRAZOM

f(x) =
1

2π i

	

∫
ΓR∗

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2π i

	

∫
Γr∗

f(ξ)

ξ − z
dξ .

rASSMOTRIM PERWYJ INTEGRAL, W KOTOROM ξ ∈ ΓR∗ , T.E. |ξ − z0| > |z − z0|. w \TOM SLU^AE

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
=

1

(ξ − z0)
· 1

1− (z − z0)
/

(ξ − z0)
=

∞∑
k=0

(z − z0)
k

(ξ − z0)k+1
– SHODITSQ ABSOL@TNO

KAK GEOMETRI^ESKAQ PROGRESSIQ (q
4
=
∣∣(z − z0)

/
(ξ − z0)

∣∣ < 1). wOSPOLXZOWAW[ISX TEOREMOJ wEJER-
[TRASSA O MAVORANTE, MY MOVEM UTWERVDATX, ^TO \TOT RQD SHODITSQ TAKVE I RAWNOMERNO. a TAK

KAK FUNKCIQ f(ξ) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W TO^KAH OKRUVNOSTI ΓR∗ , TO ONA OGRANI^ENA NA \TOJ

OKRUVNOSTI I RQD S OB]IM ^LENOM f(ξ) ·(z−z0)
k
/

(ξ−z0)
k+1 SHODITSQ RAWNOMERNO NA ΓR∗ I DOPUSTIMO

PO^LENNOE INTEGRIROWANIE EGO SUMMY:

1

2π i

	

∫
ΓR∗

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

2π i

	

∫
ΓR∗

∞∑
k=0

f(ξ)(z − z0)
k

(ξ − z0)k+1
dξ =

∞∑
k=0

Ck · (z − z0)
k ,

12
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GDE Ck

4
=

1

2π i

	

∫
ΓR∗

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ , ∀ k > 0.

rASSMOTRIM WTOROJ INTEGRAL, W KOTOROM ξ ∈ Γr∗ , T.E. |ξ − z0| < |z − z0|. w \TOM SLU^AE

1

ξ − z
=

1

(ξ − z0)− (z − z0)
= − 1

(z − z0)
· 1

1− (ξ − z0)
/

(z − z0)
= −

∞∑
n=0

(ξ − z0)
n

(z − z0)n+1
=

=


−k = n + 1, n = −k − 1
n = 0 ⇐⇒ k = −1
n = ∞⇐⇒ k = −∞

 = −
−1∑

k=−∞

(z − z0)
k

(ξ − z0)k+1
.

pOWTORIW RASSUVDENIQ, PRIWEDENNYE WY[E, POLU^AEM:

− 1

2π i

	

∫
Γr∗

f(ξ) dξ

ξ − z
=

−1∑
k=−∞

 1

2π i

	

∫
Γr∗

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ

 · (z − z0)
k =

−1∑
n=−∞

Ck · (z − z0)
k,

GDE Ck
4
=

1

2π i

	

∫
Γr∗

f(ξ)

(ξ − z0)k+1
dξ , ∀ k 6 −1.

tAKIM OBRAZOM W KOLXCE D: f(z) =
+∞∑

k=−∞

Ck(z − z0)
k.

wZQW PROIZWOLXNU@ OKRUVNOSTX Γ = {ξ ∈ C : |ξ − z0| = α ∈ (r; R)},
I WOSPOLXZOWAW[ISX TEOREMOJ kO[I DLQ MNOGOSWQZNYH OBLASTEJ, UBEVDAEMSQ W TOM, ^TO

Ck ≡
1

2π i

	

∫
Γ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)k+1
; k = 0;±1;±2; . . ..

pRIMER 1. pREDPOLOVIM, ^TO FUNKCI@ f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
≡ 1

(z − 2)
− 1

(z − 1)
NUVNO ”RAZLO-

VITX PO STEPENQM (z − 2).” iMEEM:

(1) f(z) =
1

(z − 2)
− 1

1 + (z − 2)
=
{
|z − 2| < 1

}
=

1

(z − 2)
−

∞∑
k=0

(−1)k(z − 2)k ;

(2) f(z) =
1

(z − 2)
− 1

z − 2
· 1

1 + 1
/

(z − 2)
=
{
|z − 2| > 1

}
=

1

z − 2
−

∞∑
k=0

(−1)k

(z − 2)k+1
≡

∞∑
k=1

(−1)k+1

(z − 2)k+1
≡

≡
∞∑

n=2

(−1)n

(z − 2)n
.

pRIMER 2. pUSTX FUNKCIQ f(z) OPREDELENA W PRIMERE 1, TO ESTX

f(z) =
1

(z − 2)(z − 1)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
.

tO^KI z01 = 1, z02 = 2 QWLQ@TSQ TO^KAMI, W KOTORYH RASSMATRIWAEMAQ FUNKCIQ TERQET SWOJSTWO

ANALITI^NOSTI. oBLASTI ANALITI^NOSTI \TOJ FUNKCII PREDSTAWLENY NA SLEDU@]EM RIS. 46.

G1 = {z ∈ C : |z| < 1} =⇒

=⇒ f(z) ≡ −1

2
· 1

1− z/2
+

1

1− z
= −1

2

∞∑
k=0

zk

2k
+

∞∑
k=0

zk ≡
∞∑

k=0

{
1− 1

2k+1

}
zk ;

G2 = {z :∈ C : 1 < |z| < 2} =⇒

=⇒ f(z) = −1

2
· 1

1− z/2
− 1

z
· 1

1− 1/z
=

∞∑
k=0

−1

2k+1
· zk +

∞∑
k=0

−1

zk+1
;

G3 = {z ∈ C : |z| > 2} =⇒

13
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2
=⇒ f(z) =

1

z
· 1

1− 2/z
− 1

z
· 1

1− 1/z
=

∞∑
k=0

2k

zk+1
−

∞∑
k=0

1

zk+1
=

∞∑
k=0

{
2k − 1

}
· 1

zk+1
≡

∞∑
k=1

(2k − 1) · 1

zk+1
=

=

{
−n = k + 1
k = 1 ⇐⇒ n = −2

}
=

−2∑
n=−∞

(2−n−1 − 1) zn .

G1

G2

G3

1 2

rIS.46

oSOBYE TO^KI ANALITI^ESKOJ FUNKCII

I. pUSTX f(z) – ODNOZNA^NAQ ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ W OKRESTNOSTI TO^KI z0 6= ∞, ZA

ISKL@^ENIEM BYTX MOVET SAMOJ \TOJ TO^KI, T.E. f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W KOLXCE

K = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ρ}. oTNOSITELXNO z0 WOZMOVNY DWA PREDPOLOVENIQ:

(1) SU]ESTWUET KONE^NOE KOMPLEKSNOE ^ISLO a0 TAKOE, ^TO ESLI f(z0)
4
= a0, TO f(z) STANOWITSQ

ANALITI^ESKOJ W KRUGE D = {z ∈ C ; |z − z0| < ρ};
(2) NE SU]ESTWUET KOMPLLEKSNOGO ^ISLA a0, KAK W SLU^AE (1).
eSLI REALIZUETSQ SLU^AJ (1), TO GOWORQT, ^TO z0 – PRAWILXNAQ DLQ f(z). eSLI REALIZUETSQ SLU^AJ

(2), TO GOWORQT, ^TO z0 – IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA DLQ f(z).

pRIMER 1. eSLI f(z) = 1
/

(z − 1)(z − 2), TO z01 = 1 I z02 = 2 – IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI DLQ
f(z0).

pRIMER 2. eSLI f(z) =
{

1 + e1/z2}−1
, TO z0 = θ NE QWLQETSQ IZOLIROWANNOJ DLQ f(z), T.K.

1 + exp(1/z2) = θ ⇐⇒ z−2 = π(2k + 1)i ⇐⇒ zk = 1
/√

π(2k + 1)i I W L@BOJ OKRESTNOSTI TO^KI z0 = θ
ESTX DRUGIE OSOBYE TO^KI.

II. tEOREMA 1. pUSTX f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ W KOLXCE K = {z : 0 < |z − z0| < ρ}. tO^KA
z0 6= ∞ – PRAWILXNAQ DLQ f(z) TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET OKRESTNOSTX TO^KI z0, W
KOTOROJ |f(z)| < M < ∞.

J nEOBHODIMOSTX. eSLI z0 6= ∞ – PRAWILXNAQ, TO f(z) MOVNO DOOPREDELITX W TO^KE z0 KONE^NYM

^ISLOM TAK, ^TO f(z) STANOWITSQ ANALITI^ESKOJ W KRUGE D = {z : |z − z0| < ρ} I, KAK SLEDSTWIE,
OGRANI^ENNOJ W D.

dOSTATO^NOSTX. pUSTX TEPERX |f(z)| < M < ∞ W D = {z ∈ C : |z − z0| < ρ}. tOGDA W KOLXCE
K = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ρ} IMEEM RAZLOVENIE W RQD lORANA:

f(z) =
∞∑

k=−∞

Ck · (z − z0)
k ; Ck =

1

2π i

	

∫
γ

f(ξ) dξ

(ξ − z0)k+1
; γ = {z ∈ C : |z − z0| = ρ1 < ρ} ⊂ D

|Ck| 6
1

|2π i|

	

∫
γ

|f(ξ)| · |dξ|
|ξ − z0|k+1

<
M

2π ρk+1
1

	

∫
γ

|d ξ| =
M

2π ρk+1
1

2π ρ1 =
M

ρk
1

eSLI k < 0 I ρ1 → 0, TO Ck ≡ 0 I MY PRIHODIM K RAZLOVENI@ tEJLORA: f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − z0)
k, T.E.

f(z0) = C0 ≡ a0 I

14
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sLEDSTWIQ IZ TEOREMY 1.
1). sLEDU@]IE DWA OPREDELENIQ PRAWILXNOJ (USTRANIMOJ) TO^KI ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ

FUNKCII f(z) \KWIWALENTNY ISHODNOMU:

(1) ∃ lim
z→z0

f(z) = a0 6= ∞ ; (2) f(z) =
∞∑

k=0

Ck(z − z0)
k.

2). z0 6= ∞ – IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z) TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA
ILI ∃ lim

z→z0

f(z) = ∞, ILI 6 ∃ lim
z→z0

f(z).

pRIMER 3. f(z) =
sin z

z
=

∞∑
k=0

(−1)k z2k
/

(2k + 1)! ; |z| < ∞, T.E. z0 = θ – PRAWILXNAQ.

pRIMER 4. f(z) = e1/z =
∞∑

k=0

1
/
k! zk; 0 < |z| < ∞, T.E. z0 = θ – IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA.

III. pUSTX W OKRESTNOSTI TO^KI z0 6= ∞, QWLQ@]EJSQ IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KOJ ODNOZNA^NOJ
ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), FUNKCIQ f(z) NE OGRANI^ENA, NO ∃ lim

z→z0

f(z) = ∞. w \TOM SLU^AE TO^KU

z0 NAZYWA@T POL@SOM.
zAME^ANIE. eSLI z0 6= ∞ – POL@S DLQ f(z), TO SU]ESTWUET OKRESTNOSTX z0, W KAVDOJ TO^KE

KOTOROJ |f(z)| > M , ∀M > 0. w \TOJ OKRESTNOSTI F (z)
4
= 1/f(z) ANALITI^NA ZA ISKL@^ENIEM BYTX

MOVET TO^KI z0, KAK OTNO[ENIE DWUH ANALITI^ESKIH FUNKCIJ I ∃ lim
z→z0

F (z) = lim
z→z0

1/f(z) = θ. t.O.

DLQ F (z) TO^KA z0 QWLQETSQ PRAWILXNOJ – NULEM PORQDKA m ∈ {1, 2, . . . N}, GDE N < ∞.

oBRATNO, ESLI F (z)
4
= 1/f(z) – ODNOZNA^NAQ ANALITI^ESKAQ W OKRESTNOSTI z0 6= ∞ FUNKCIQ I z0

– IZOLIROWANNYJ NULX PORQDKA m, TO SU]ESTWUET KOLXCO {z ∈ C : 0 < |z − z0| < δ}, W KOTOROM NET

DRUGIH NULEJ DLQ F (z). nO TOGDA f(z) = 1/F (z) ANALITI^NA W \TOM KOLXCE I ∃ lim
z→z0

f(z) = ∞.

tAKIM OBRAZOM MEVDU POL@SAMI f(z) I NULQMI F (z)
4
= 1/f(z) USTANOWLENO WZAIMNO ODNOZNA^NOE

SOOTWETSTWIE I z0 6= ∞ NAZYWA@T POL@SOM PORQDKA m DLQ f(z), ESLI z0 – NULX PORQDKA m DLQ

F (z) = 1/f(z).

tEOREMA 2. iZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA z0 6= ∞ ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z) QWLQETSQ
DLQ NEE POL@SOM PORQDKA m TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ∃ lim

z→z0

(z − z0)
mf(z) = b I 0 < |b| < ∞.

J nEOBHODIMOSTX. pUSTX z0 6= ∞ – POL@S PORQDKA m DLQ f(z), T.E. NULX PORQDKA

m DLQ F (z)
4
= 1/f(z). w \TOM SLU^AE SU]ESTWUET ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ ϕ(z) TAKAQ, ^TO

F (z)
4
= 1/f(z) = (z − z0)

m · ϕ(z) I ϕ(z0) 6= θ I ϕ(z0) 6= ∞. nO TOGDA (z − z0)
mf(z) = 1/ϕ(z) I

1/|ϕ(z0)| = b, 0 < |b| < ∞.

dOSTATO^NOSTX. pUSTX ∃ lim
z−z0

(z−z0)
mf(z) = b I 0 < |b| < ∞. eSLI Ψ(z)

4
= (z−z0)

mf(z), TO Ψ(z) –

ANALITI^NA W KOLXCE {z : 0 < |z−z0| < δ} KAK PROIZWEDENIE DWUH ANALITI^ESKIH FUNKCIJ, A z0 6= ∞ –
PRAWILXNAQ DLQ Ψ(z) W SILU SU]ESTWOWANIQ KONE^NOGO PREDELA. nO TOGDA W KRUGE {z ∈ C : |z−z0| < δ}
FUNKCIQ 1/Ψ(z) – ANALITI^ESKAQ I 1/Ψ(z0) = 1/b, GDE 0 < 1/|b| < ∞, T.E. 1/f(z) = (z − z0)

m · 1/Ψ(z)
I TO^KA z0 – NOLX PORQDKA m DLQ 1/f(z). I

pRIMER 5. f(z) =
sh z

z6
≡
{

sh z

z

}
· 1

z5
I lim

z→θ
z5f(z) = lim

z→θ

sh z

z
= 1, T.E. z0 = θ – POL@S 5-GO PORQDKA.

tEOREMA 3. iZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA z0 6= ∞ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z) QWLQETSQ POL@SOM

PORQDKA m TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA f(z) =
∞∑

k=−m

Ck(z − z0)
k I C−m 6= θ.

J nEOBHODIMOSTX. pUSTX z0 6= ∞ – POL@S PORQDKA m DLQ f(z), T.E. 1/f(z) = (z − z0)
mϕ(z), GDE
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ϕ(z) – ANALITI^NA I ϕ(z0) 6= θ. nO TOGDA 1/ϕ(z) – ANALITI^NA I 1/ϕ(z0) /∈ {θ;∞}, T.E.

f(z) = (z − z0)
−m · 1/ϕ(z) = (z − z0)

−m

∞∑
k=0

ak · (z − z0)
k =

∞∑
k=0

ak · (z − z0)
k−m =

{
n = k −m
Cn ≡ an+m

}
=

=
∞∑

n=−m

Cn(z − z0)
n I C−m = a0 6= θ

dOSTATO^NOSTX. pUSTX f(z) =
∞∑

n=−m

Cn(z − z0)
n I C−m 6= 0, T.E.

f(z) = (z − z0)
−m{C−m + C−m+1(z − z0) + . . .} = (z − z0)

−m · 1/ϕ(z), GDE
1

ϕ(z)

4
=

∞∑
k=0

C−m+k · (z − z0)
k –

ANALITI^NA I 1/ϕ(z0) = C−m 6= 0. nO TOGDA 1/f(z) = (z − z0)
m · ϕ(z), GDE ϕ(z) – ANALITI^ESKAQ I

ϕ(z0) = 1/C−m, T.E. z0 – NULX PORQDKA m DLQ 1/f(z) I POL@S PORQDKA m DLQ f(z). I

pRIMER 6. f(z) =
sh z

z6
= z−6 ·

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

z2k−5

(2k + 1)!
=

1

z5
+

1

3! z3
+

1

5! z
+ . . ., T.E. z0 = θ –

POL@c 5-GO PORQDKA.

IV. eSLI W OKRESTNOSTI IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KI z0 6= ∞ ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNK-
CII f(z) ONA NE OGRANI^ENA I 6 ∃ lim

z→z0

f(z), TO TAKU@ TO^KU NAZYWA@T SU]ESTWENNO OSOBOJ.

tEOREMA 4. (sOHOCKOGO-wEJER[TRASSA). eSLI z0 6= ∞ – SU]ESTWENNO OSOBAQ TO^KA DLQ ODNO-
ZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), TO ∀ A ∈ C SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX {zk}, SHODQ]AQSQ
K z0 TAKAQ, ^TO lim

k→∞
f(zk) = A. (bEZ DOK-WA).

pRIMER 7. f(z) = e1/z I z0 = θ – SU]ESTWENNO OSOBAQ, T.K.

6 ∃ lim
z→θ

f(z) : (z = x → +0) =⇒ e1/z → e+∞ = ∞ I (z = x → −∞) =⇒ e1/z → e−∞ = 0.

zAME^ANIE. lORANOWSKOE RAZLOVENIE ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z) W OKRESTNOSTI SU]E-
STWENNO OSOBOJ TO^KI z0 6= ∞ SODERVIT BESKONE^NOE MNOVESTWO ^LENOW S OTRICATELXNYMI STEPENQMI

(z − z0) S NENULEWYMI KO\FFICIENTAMI I NAOBOROT.
dOKAZATELXSTWO.

(α). eSLI z0 6= ∞ – SU]ESTWENNO OSOBAQ TO^KA DLQ f(z), TO EE LORANOWSKOE RAZLOVENIE W OKRESTNOSTI
z0 MOVET SODERVATX LI[X BESKONE^NOE ^ISLO OTLI^NYH OT NULQ KO\FFICIENTOW S OTRICATELXNYMI

INDEKSAMI, T.K. W PROTIWNOM SLU^AE z0 – LIBO POL@S, LIBO PRAWILXNAQ TO^KA.
(β). eSLI W OKRESTNOSTI TO^KI z0 6= ∞ RQD lORANA DLQ f(z) SODERVIT BES^ISLENNOE MNOVESTWO NENU-
LEWYH KO\FFICIENTOW S OTRICATELXNYMI INDEKSAMI, TO z0 NE MOVET BYTX PRAWILXNOJ (SM. SLEDSTWIE
IZ TEOREMY 1) ILI POL@SOM (SM. TEOREMU 3), T.E. z0 – SU]ESTWENNO OSOBAQ TO^KA.

pRIMER 8. exp{1/z} =
∞∑

k=0

1

k! zk
; 0 < |z| < ∞ I z0 = θ – SU]ESTWENNO OSOBAQ, T.K.

C−n =
1

n!
, ∀n > 0.

V. tO^KU z0 = ∞ NAZYWA@T IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KOJ ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII

f(z), ESLI SU]ESTWUET EE OKRESTNOSTX BN = {z ∈ C : |z| > N}, KOTORAQ NE SODERVIT DRUGIH OSOBYH
TO^EK.

pRIMER 9. fUNKCIQ f(z) = 1
/

(z2 + 1) IMEET TRI IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 = i, z02 = −i,
z03 = ∞.

pRIMER 10. dLQ FUNKCII f(z) = 1
/

(ez + 1) TO^KA z0 = ∞ NE QWLQETSQ IZOLIROWANNOJ, T.K.
ez + 1 = 0 ⇐⇒ z = zk = i (π + 2πk) ≡ i π(2k + 1), T.E. W L@BOJ OKRESTNOSTI TO^KI z0 = ∞ ESTX DRUGIE
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OSOBYE TO^KI, TAK KAK |zk| = π(2k + 1) →∞ PRI k →∞.

VI. lORANOWSKOE RAZLOVENIE ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), SHODQ]EESQ WS@DU W BN , ZA ISKL@^E-
NIEM BYTX MOVET SAMOJ TO^KI z0 = ∞, NAZYWA@T RAZLOVENIEM f(z) W OKRESTNOSTI z0 = ∞.

pRIMER 11. f(z)
4
=

1

(z + 1)(z − 2)
=

(z + 1)− (z − 2)

3 (z + 1)(z − 2)
=

=
1

3

{
1

z − 2
− 1

z + 1

}
=

1

3

{
1

z
· 1

1− 2/z
− 1

z
· 1

1 + 1/z

}
=

{
2
/
|z| < 1

1
/
|z| < 1

⇐⇒ |z| > 2

}
=

=
1

3z

{
∞∑

k=0

2k

zk
−

∞∑
k=0

(−1)k 1

zk

}
=

∞∑
k=0

2k − (−1)k

3
· z−k−1 – RAZLOVENIE FUNKCII f(z) W OKRESTNOSTI

IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KI z0 = ∞.

pRIMER 12. f(z) = sh
1

z
=

∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
z−(2k+1) ; 0 < |z| < ∞ – MOVNO RASSMATRIWATX KAK

LORANOWSKOE RAZLOVENIE KAK W OKRESTNOSTI TO^KI z01 = θ, TAK I W OKRESTNOSTI TO^KI z02 = ∞.

kLASSIFIKACIQ HARAKTERA IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KI z0 = ∞

pUSTX f(z) – ODNOZNA^NAQ FUNKCIQ, ANALITI^NAQ W KOLXCE K = {z ∈ C : ρ < |z| < ∞}. pOLAGAQ
z = 1/ξ, POLU^AEM WZAIMNOODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU TO^KAMI KOLXCA K I TO^KMI KOLXCA

k = {ξ : 0 < |ξ| < 1/ρ}. pRI \TOM,TO^KA ξ = θ BUDET SLUVITX OBRAZOM TO^KI z = ∞ I KAVDOJ

POSLEDOWATELXNOSTI {zk} → ∞ BUDET SOOTWETSTWOWATX POSLEDOWATELXNOSTX {ξk} → θ, GDE ξk ≡ 1/zk I

NAOBOROT.

pUSTX ϕ(ξ)
4
= f(1/ξ), GDE z = 1/ξ. w ZAWISIMOSTI OT HARAKTERA IZOLIROWANNOJ OSOBOJ TO^KI ξ = θ

DLQ ϕ(ξ) ≡ f(1/ξ) ≡ f(z) IZOLIROWANNU@ OSOBU@ TO^KU z = ∞ NAZYWA@T

α) PRAWILXNOJ ILI USTRANIMOJ, ESLI

∃ lim
z→∞

f(z) = A 6= ∞⇐⇒ f(z) =
0∑

k=−∞

Ck zk ;

β) POL@SOM PORQDKA m, ESLI

∃ lim
z→∞

z−m f(z) /∈ {θ,∞} ⇐⇒ f(z) =
m∑

k=−∞

Ck zk , Cm 6= 0 ;

γ) SU]ESTWENNO OSOBOJ, ESLI

6 ∃ lim
z→∞

f(z) ⇐⇒ f(z) =
∞∑

k=−∞

Ck zk I SU]ESTWUET S^<TNOE MNOVESTWO NENULEWYH KO\FFICIENTOW S

POLOVITELXNYMI INDEKSAMI.
pRIMER 13. dLQ FUNKCII f(z) = e1/z TO^KA z0 = ∞ QWLQETSQ PRAWILXNOJ ILI USTRANIMOJ, TAK

KAK

(1) ∃ lim
z→∞

exp(1/z) = 1 ;

(2) exp(1/z) =
∞∑

k=0

1

k! zk
≡


k = −n
k = 0 ⇐⇒ n = 0
k = ∞⇐⇒ n = −∞

 =
0∑

n=−∞

zn

(|n|)!

pRIMER 14. dLQ FUNKCII f(z) = (z + 1/z2)2 ≡ z2 + 1/z + 1/z4 TO^KA z01 = θ – POL@S 4 PORQDKA,
A TO^KA z02 = ∞ – POL@S 2 PORQDKA. pRI \TOM ∃ lim

z→θ
z4 f(z) = 1 I ∃ lim

z→∞
f(z)/z2 ≡ 1.

pRIMER 15. dLQ FUNKCII f(z) = ez TO^KA z0 = ∞ QWLQETSQ SU]ESTWENNO OSOBOJ, T.K.

(1) ez =
∞∑

k=0

zk

k!
; (2) lim

z=−x2→−∞
ez = 0 I lim

z=x2→∞
ez = ∞, T.E. 6 ∃ lim

z→∞
ez
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pRIMER 16. dLQ FUNKCII f(z) = ez+ 1

z TO^KI z01 = θ, z02 = ∞ QWLQ@TSQ SU]ESTWENNO OSOBYMI

TO^KAMI.

ez+1/z = ez · e1/z = {0 < |z| < ∞} =
∞∑

k=0

zk

k!

∞∑
n=0

1

n! zn
≡

∞∑
m=−∞

(
∞∑

N=0

1

N ! (N + |m|)

)
zm, TAK KAK

zm :

{
1

0! m!
+

1

1! (m + 1)!
+ . . . +

1

N ! (m + N)!
+ . . .

}
≡

∞∑
N=0

1

N ! (N + m)!
,

z−m :

{
1

0! m!
+

1

1! (m + 1)!
+ . . . +

1

N ! (m + N)!
+ . . .

}
≡

∞∑
N=0

1

N ! (N + m)!
.

tAKIM OBRAZOM f(z)
4
= ez+1/z ≡

∞∑
m=−∞

{
∞∑

N=0

1

N ! (N + |m|)!

}
zk ; 0 < |z| < ∞.

|LEMENTY TEORII WY^ETOW

oPREDELENIE 1. eSLI z0 6= ∞ – TO^KA ANALITI^NOSTI ILI IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA ODNOZNA^NOJ
ANALITI^NOJ FUNKCII f(z) I L – ZAMKNUTYJ KONTUR, OHWATYWA@]IJ TO^KU z0 TAK, ^TO NA SAMOM

KONTURE L I WS@DU WNUTRI NEGO, ZA ISKL@^ENIEM BYTX MOVET SAMOJ TO^KI z0, FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ

ANALITI^ESKOJ, TO WY^ETOM f(z) OTNOSITELXNO TO^KI z0 NAZYWAETSQ ^ISLO Res f(z0) =
1

2π i

	

∫
L

f(z)dz.

zAME^ANIQ K OPREDELENI@ 3.
1). iZ T. kO[I SLEDUET, ^TO Res f(z0) NE ZAWISIT OT FORMY I RAZMEROW KONTURA L, ESLI ON

UDOWLETWORQET USLOWIQM, SFORMULIROWANNYM W OPREDELENII 1.
2). eSLI z0 – IZOLIROWANNAQ OSOBAQ TO^KA ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), TO

Res f(z0) ≡ C−1, GDE C−1 – KO\FFICIENT PRI (z − z0)
−1 W LORANOWSKOM RAZLOVENII FUNKCII f(z)

W OKRESTNOSTI TO^KI z0 6= ∞.
3). eSLI z0 6= ∞ – PRAWILXNAQ TO^KA ILI TO^KA ANALITI^NOSTI ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ

FUNKCII f(z), TO Res f(z0) ≡ θ.

pRIMER 1. f(z) = z3 + z + 5/z− 7/z5. iZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 = θ – POL@S 5-GO PORQDKA
I z02 = ∞ – POL@S 3-GO PORQDKA. Res f(θ) = 5.

4). eSLI z0 6= ∞ – POL@S m-GO PORQDKA ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z), TO

f(z) =
C−m

(z − z0)m
+ . . . +

C−1

(z − z0)
+

∞∑
k=0

Ck(z − z0)
k ∧ C−m 6= θ. tAKIM OBRAZOM

(z − z0)
mf(z) = C−m + C−m+1(z − z0) + . . . + C−1(z − z0)

m−1 +
∞∑

k=0

Ck(z − z0)
k+m =⇒

=⇒ dm−1

d zm−1
(z − z0)

mf(z) = (m− 1)! C−1 +
∞∑

k=0

(m− k)(m− k − 1) . . . (k + 1)Ck(z − z0)
k+1 =⇒

=⇒ Res f(z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

d zm−1

{
(z − z0)

mf(z)
}

P.S. eSLI m = 1, T.E. z0 – POL@S 1-GO PORQDKA, TO

Res f(z0) = lim
z→z0

{
(z − z0) f(z)

}
pRIMER 2. f(z) = (5z − 1)

/
(z − 1)(z + 2) ≡ 4/3 (z − 1) − 11/3 (z + 2). iZOLIROWANNYE OSOBYE

TO^KI z01 = 1 I z02 = −2 – POL@SY 1-GO PORQDKA; z03 = ∞ – PRAWILXNAQ TO^KA – NULX 1-GO PORQDKA.
Res f(1) = lim

z→1
(z − 1)f(z) = 4/3 I Res f(−2) = lim

z→−2
(z + 2)f(z) = −11/3.
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pRIMER 3. pUSTX f(z) = 1

/
(z − 2) sin z. nUVNO NAJTI Res f(2) I Res f(θ). w RASSMATRIWA-

EMOM SLU^AE IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 = θ I z02 = 2 QWLQ@TSQ POL@SAMI 1-GO PORQDKA I

Res f(θ) = −1/2; Res f(2) = 1/ sin 2.

pRIMER 4. f(z) = 1
/

(z2 +1)3 ≡ (z + i)−3 · (z− i)−3. tAKIM OBRAZOM, IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI

z01 = i I z02 = −i – POL@SY 3-GO PORQDKA.

Res f(i) =
1

2!
lim
z→i

d2

d z2
(z + i)−3 =

1

2!
lim
z→i

(−3)(−4)(z + i)−5 =
3 · 4

2 · 25 i5
=

3

16 i
= − 3i

16
;

Res f(−i) =
1

2!
lim

z→−i

d2

d z2
(z − i)−3 =

1

2!
lim

z→−i
(−3)(−4)(z − i)−5 =

3 · 4
2 · 25 (−i)5

=
3i

16
.

pRIMER 5. pUSTX f(z) = ez+1/z I NUVNO NAJTI Res f(θ). kAK MY UVE ZNAEM

f(z)
4
= ez+1/z =

+∞∑
m=−∞

{
∞∑

N=0

1

N ! (N + |m|)!

}
zm ; 0 < |z| < ∞.

tAKIM OBRAZOM z0 = θ – SU]ESTWENNO OSOBAQ TO^KA I Res f(θ) = C−1 =
+∞∑
N=0

1

N ! (N + 1)!
.

oSNOWNAQ TEOREMA O WY^ETAH

z01

z0n

L1

Lk

ΓG

rIS.47

eSLI f(z) – ODNOZNA^NAQ ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ W ZAMKNUTOJ OBLASTI G ∪ ΓG, ZA ISKL@^ENIEM
KONE^NOGO ^ISLA IZOLIROWANNYH TO^EK {z0k}n

k=1, OHWA^ENNYH KUSO^NO-GLADKIM ZAMKNUTYM KONTUROM

ΓG, TO
1

2π i

	

∫
ΓG

f(z)dz =
n∑

k=1

Res f(z0k).

dOKAZATELXSTWO. tAK KAK DLQ L@BOGO NOMERA k ∈ {1, 2, . . . , n} TO^KA z0k QWLQETSQ WNUTRENNEJ

IZOLIROWANNOJ TO^KOJ, TO KAVDU@ IZ NIH MOVNO OHWATITX OKRUVNOSTX@ Lk STOLX MALOGO RADIUSA,
^TOBY ONA CELIKOM LEVALA W {G\ΓG} I NE IMELA OB]IH TO^EK S DRUGIMI OKRUVNOSTQMI Lj, GDE j 6= k.
tOGDA PO TEOREME kO[I DLQ MNOGOSWQZNYH OBLASTEJ IMEEM:

1

2π i

	

∫
ΓG

f(z)dz =
n∑

k=1

1

2π i

	

∫
Lk

f(z)dz ≡
n∑

k=1

Res f(z0k).

pRIMER 6. pUSTX NEOBHODIMO WY^ISLITX ZNA^ENIE

Im z

Re z−π/4 π/4
2

rIS.48

J
4
=

	

∫
|z|=2

z

1− 2 sin2 z
dz ≡ 1

2

	

∫
|z|=2

z dz

(
√

2/2− sin z)(
√

2/2 + sin z)
. iMEEM:

(sin z =
√

2/2) =⇒ (zk
01 = π/4 + 2π k) ∧ (zk

02 = 3π/4 + 2π k)

(sin z = −
√

2/2) =⇒ (zk
03 = −π/4 + 2π k) ∧ (zk

04 = −3π/4 + 2π k)

}
. kONTUR |z| = 2 OHWATYWAET DWE
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IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 =

π

4
I z02 = −π

4
, KOTORYE QWLQ@TSQ POL@SAMI 1-GO PORQDKA. tAKIM

OBRAZOM

Res f(z01) = lim
z→π/4

(z − π/4) · z

(
√

2/2− sin z)(
√

2/2 + sin z)
= lim

z→π/4

1

− cos z
· lim

z→π/4

z√
2/2 + sin z

= −π

4

Res f(z02) = lim
z→−π/4

(z + π/4) · z

(
√

2/2− sin z)(
√

2/2 + sin z)
= lim

z→−π/4

1

cos z
· lim

z→−π/4

z√
2/2− sin z

= −π

4

J =
1

2
· 2π i

{
Res f(z01) + Res f(z02)

}
= π i

(
−π

4
− π

4

)
≡ −π2

2
i

oPREDELENIE 2. wY^ETOM ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII f(z) OTNOSITELXNO IZOLIROWANNOJ

TO^KI z0 = ∞ NAZYWAETSQ KOMPLEKSNOE ^ISLO Res f(∞)
4
=

1

2π i

	

∫
|z|=N

f(z) dz, GDE N > 0 STOLX WELIKO,

^TO W KOLXCE BN = {z ∈ C : N < |z| < ∞} FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ. pRI \TOM OBHOD

KONTURA INTEGRIROWANIQ – STANDARTNYJ, TO ESTX OBLASTX BN OSTAETSQ SLEWA.

zAME^ANIQ K OPREDELENI@ 2.
1). Res f(∞) = −C−1, GDE C−1 – KO\FFICIENT W LORANOWSKOM RAZLOVENII FUNKCII f(z) W OKRESTNOSTI
TO^KI z0 = ∞. zNAK ”–” – SLEDSTWIE NAPRAWLENIE OBHODA KONTURA (PO ^ASOWOJ STRELKE).

2). eSLI ODNOZNA^NAQ ANALITI^ESKAQ FUNKCIQ f(z) W RAS[IRENNOJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI C ∪ {∞}
IMEET LI[X IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI, TO SUMMA WY^ETOW W NIH RAWNA NUL@ (TEOREMA O SUMME

WY^ETOW W RAS[IRENNOJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI).

dLQ OBOSNOWANIQ \TOGO UTWERVDENIQ PREDPOLOVIM, ^TO FUNKCIQ f(z) W RAS[IRENNOJ KOM-
PLEKSNOJ PLOSKOSTI C ∪ {∞} IMEET LI[X IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI {z0k}n

k=1, GDE n < ∞ I

|z0k| < ∞ , ∀ k 1 : n. tOGDA ∃ N > 0 TAKOE, ^TO W KOLXCE BN = {z ∈ C : N < |z| < ∞}
FUNKCIQ f(z) QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ. tAKIM OBRAZOM

1

2π i

	

∫
|z|=N

f(z)dz +
1

2π i

�

∫
|z|=N

f(z)dz = θ ,

GDE, SOGLASNO OSNOWNOJ TEOREME O WY^ETAH,

1

2π i

	

∫
|z|=N

f(z)dz =
n∑

k=1

Res f(zk0) ,

I, SOGLASNO OPREDELENI@ 2

1

2π i

�

∫
|z|=N

f(z)dz = Res f(∞) .

pRIMER 7. dLQ FUNKCII f(z) = (5z − 1)/(z − 1)(z + 2) ≡ 4/3(z − 1) + 11/3(z + 2)

z01 = 1 – POL@S 1-GO PORQDKA I Res f(1) = 4/3

z02 = −2 – POL@S 1-GO PORQDKA I Res f(−2) = 11/3

z03 = ∞ – PRAWILXNAQ I Res f(∞) = −Res f(1)− Res f(−2) = −4/3− 11/3 = −15/3 = −5. pROWERIM
\TOT REZULXTAT:

f(z) =
4

3z
· 1

1− 1/z
+

11

3z
· 1

1 + 2/z
=

{
1/|z| < 1
2/|z| < 1

=⇒ |z| > 2

}
=

4

3z

∞∑
k=0

1

zk
+

11

3z

∞∑
k=0

(−2)k

zk
=⇒

=⇒ C−1 =
4

3
+

11

3
=⇒ Res f(∞) = −C−1 = −15/3 = −5, T.E. ESLI z0 = ∞ – PRAWILXNAQ DLQ

ODNOZNA^NOJ ANALITI^ESKOJ FUNKCII, TO WY^ET W NEJ NE OBQZATELXNO RAWEN NUL@.
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pRIMER 8. pUSTX

Im z

Re zz01

−1

z02

z03

rIS.49

J
4
=

	

∫
|z|=3

d z

z3 + 1
. fUNKCIQ f(z) = 1/(z3 + 1) IMEET TRI IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 = −1,

z02 = (1 + i
√

3)/2, z03 = (1 − i
√

3)/2, RASPOLOVENNYE NA OKRUVNOSTI |z| = 1 I QWLQ@]IESQ POL@-
SAMI 1-GO PORQDKA. tO^KA z04 = ∞ – PRAWILXNAQ.

J = 2π i

3∑
k=1

Res f(z0k) ≡ −2π i Res f(∞)

f(z) =
1

z3 + 1
=

1

z3
· 1

1 + 1/z3
=
{
|z| > 1

}
=

1

z3

∞∑
k=0

(−1)k

z3k
≡

∞∑
k=0

(−1)k

z3k+3
.

tAKIM OBRAZOM C−1 = 0 I J = −2π i Res f(∞) = −2π i C−1 = 0.

pRIMER 9. pUSTX
CR Li

−R R
rIS.50

J
4
=

∞∫
−∞

d x

(x2 + 1)2
. rASSMOTRIM INTEGRAL JR

4
=

	

∫
LR

d z

(z2 + 1)2
, GDE (SM. RIS. 50) R > 1,

 LR = CR∪ [−R; +R] I PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ f(z) = (z2 +1)−1 ≡ (z+i)−2(z−i)−2 IMEET DWE KONE^-
NYE IZOLIROWANNYE OSOBYE TO^KI z01 = i I z02 = −i, KOTORYE QWLQ@TSQ POL@SAMI 2-GO PORQDKA. nO
KONTUR LR OHWATYWAET LI[X ODNU IZOLIROWANNU@ OSOBU@ TO^KU z01 = i. pO\TOMU JR = 2π i Res f(i).

Res f(z01) = lim
z→i

1

1!

d

d z
(z − i)2 1

(z − i)2(z + i)2
= lim

z→i
(−2)(z + i)−3 = − 2

23 · i3
= − i

4
tAKIM OBRAZOM, DLQ L@BOGO R > 1 IMEEM:

JR
4
=

	

∫
LR

d z

(z2 + 1)2
=

∫
CR

dz

(z2 + 1)2
+

R∫
−R

d x

(x2 + 1)2
= 2π i ·

(
− i

4

)
≡ π

2
I

J
4
=

∞∫
−∞

d x

(x2 + 1)2
= lim

R→∞

R∫
−R

d x

(x2 + 1)2
=

π

2
− lim

R→∞

∫
CR

d z

(z2 + 1)2
≡ π

2
, T.K.

∣∣∣∣∣
∫

CR

d z

(z2 + 1)2

∣∣∣∣∣ =

{
z = R eiϕ

dz = R i eiϕdϕ
; 0 6 ϕ 6 π

}
=

∣∣∣∣∣
π∫

0

R i eiϕdϕ

(R2ei2ϕ + 1)2

∣∣∣∣∣ 6
6

π∫
0

R dϕ

|R2ei2ϕ + 1|2
=

π∫
0

R dϕ

(R2 cos 2ϕ + 1)2 + R4 sin2 2ϕ
→

R→∞
0

iNTEGRAL fURXE

pUSTX y = f(x) ABSOL@TNO INTEGRIRUEMA W R1 I NA L@BOM KONE^NOM INTERWALE (−l; l) UDOWLETWO-
RQET USLOWIQM TEOREMY dIRIHLE. w \TOM SLU^AE

1

2

{
f(x− 0) + f(x + 0)

}
=

a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos
π kx

l
+ bk sin

π kx

l
=
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Ô
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Ô

Í
-1

2
Ô

Í
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2
=

1

2l

l∫
−l

f(t)dt +
∞∑

k=1

1

l

l∫
−l

f(t) cos
π kt

l
dt

 cos
π kx

l
+

+

1

l

l∫
−l

f(t) sin
π kt

l
dt

 sin
π kx

l
=

=
1

2l

l∫
−l

f(t)dt +
1

l

∞∑
k=1

l∫
−l

f(t)

{
cos

π kt

l
cos

π kx

l
+ sin

π kt

l
sin

π kx

l

}
dt =

=
1

2l

l∫
−l

f(t)dt +
∞∑

k=1

1

l

l∫
−l

f(t) cos
π k(t− x)

l
dt (∗)

rASSMOTRIM PRAWU@ ^ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA W CEPO^KE RAWENSTW (*) PRI l → +∞:

(1). sOGLASNO ISHODNOMU DOPU]ENI@ ∃
∞∫

−∞

|f(x)|dx = Q < ∞. pO\TOMU

lim
l→+∞

∣∣∣∣ 1

2l

l∫
−l

f(t)dt

∣∣∣∣ 6 lim
l→+∞

1

2l

l∫
−l

|f(t)| dt 6 lim
l→∞

Q

2l
= 0 ;

(2). pUSTX PEREMENNOE α NA INTERWALE (0; +∞) PRINIMAET ZNA^ENIQ αk =
π k

l
, ∀k = 1, 2, . . ., POLU^AQ

POSTOQNNOE PRIRA]ENIE ∆α = π/l, TOGDA

1

l

∞∑
k=1

l∫
−l

f(t) cos
π k(t− x)

l
dt ≡ 1

π

∞∑
k=1


l∫

−l

f(t) cos [αk(t− x)] dt

∆α,

GDE PEREMENNOE α IZMENQETSQ DISKRETNO OT π/l DO +∞. s ROSTOM l TO^KI {αk} SDWIGA@TSQ WLEWO,
POKRYWAQ WS@ POLOVITELXNU@ POLUOSX, TAK KAK α1 = π/l → 0 I ∆α = π/l → 0 PRI l → ∞. tAKIM

OBRAZOM

∞∑
k=1


l∫

−l

f(t) cos[αk(t− x)]dt

∆α →
l→∞

∞∫
0


∞∫

−∞

f(t) cos[α(t− x)]dt

 dα ≡ 1

2

∞∫
−∞

dα

∞∫
−∞

f(t) cos[α(t−x)]dt,

TAK KAK WNUTRENNIJ INTEGRAL W PRAWOJ ^ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA – ^ETNAQ FUNKCIQ ARGUMENTA α.
a TAK KAK

∞∫
−∞

d α

∞∫
−∞

f(t) sin[α(t− x)]dt ≡ 0

KAK INTEGRAL OT NE^ETNOJ FUNKCII ARGUMENTA α W SIMMETRI^NYH PREDELAH, TO PRI l → +∞ S U^ETOM

RAWENSTW (∗) IMEEM:

1

2

{
f(x− 0) + f(x + 0)

}
=

1

2π

∞∫
−∞

dα

∞∫
−∞

f(t) cos [α(t− x)] dt =

=
1

2π


∞∫

−∞

dα

∞∫
−∞

f(t) cos[α(t− x)] dt± i

∞∫
−∞

dα

∞∫
−∞

f(t) sin[α(t− x)]dt

 =

=
1

2π

∞∫
−∞

dα

∞∫
−∞

f(t)
{

cos[α(t− x)]± i sin[α(t− x)]
}

dt =
1

2π

∞∫
−∞

dα

∞∫
−∞

f(t) e±iα(t−x)dt.
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pONIMAQ RAWENSTWO W SMYSLE SREDNEGO ZNA^ENIQ:

f(x)
4
=

1

2

{
f(x− 0) + f(x + 0)

}
,

PRIHODIM K DWUM RAZLI^NYM FORMAM PREDSTAWLENIQ INTEGRALA fURXE:

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

eiαxdα

∞∫
−∞

e−iαtf(t) dt ;

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−iαxd α

∞∫
−∞

eiαtf(t) dt .
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