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wARIANT 1

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX LINEJNYJ INTEGRAL

∫
L

(x2 + y2 − 2Rx) dx + R(x + y) dy WDOLX DUGI

OKRUVNOSTI (x−R)2 + y2 = R2 OT TO^KI O(0; 0) DO TO^KI A(R; R).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
x3 dy − y3 dx WDOLX OKRUVNOSTI (x−R)2 + y2 = R2 W

POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pREOBRAZOWATX INTEGRAL W DWOJNOJ I WY^ISLITX, UBEDIW[ISX W
RAWENSTWE DWUH ZENA^ENIJ.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x2; x; xz}; M0(1; 1; 2); V : z = x2 + y2, z = 1, x = 0, y = 0 (x ≥ 0,

y ≥ 0, z ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI y = 0, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = x2 + y2, z = 1, x = 0

(x ≥ 0); L: z = x2 + y2, z = 1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z2(z − 1)
PO STEPENQM z − 1 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
ez

(z2 + π2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

dz

(z2 + 1)2
C: |z + i| = 1
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wARIANT 2

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∫
L

yz dx + z
√

9− y2 dy + xyz dz WDOLX DUGI L WINTOWOJ

LINII x = 3 cos t, y = 3 sin t, z =
2t

π
OT TO^KI A PERESE^ENIQ KRIWOJ S PLOSKOSTX@ xOy DO TO^KI B EE

PERESE^ENIQ S PLOSKOSTX@ z = 4.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
x3 dy − y3 dx WDOLX \LLIPSA

x2

4
+ y2 = 1 W POLOVITELXNOM

NAPRAWLENII. pREOBRAZOWATX INTEGRAL W DWOJNOJ I WY^ISLITX, UBEDIW[ISX W RAWENSTWE DWUH
ZENA^ENIJ.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xy; 1; z}; M0(0; 2; 1); V : x2 + y2 + z2 = 4, z = 0 (z ≥ 0); Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI x2 + y2 + z2 = 4, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0 (z > 0, NORMALX WNE[N.); L:

y2 + z2 = 4, z = 0 (z ≥ 0), x = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
(

sin z

z

)3

PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) = z5 sin
1
z2

, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

(z + 2)2ez sinπz dz

z − 2
C: |z − 2| = 1
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wARIANT 3

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;1)∫
(−1;4)

dx + dy

(x + y − 1)2
.

zADA^A 2 (2 BALLA). pRIMENQQ FORMULU gRINA, WY^ISLITX

∮
C

(x2 − 2xy) dx + (y2 − 2xy) dy, GDE C —

KONTUR S POLOVITELXNYM NAPRAWLENIEM OBHODA, SOSTAWLENNYJ IZ OTREZKA PRQMOJ OT TO^KI A(3; 0)

DO TO^KI B(1; 2), PARABOLOJ y = 2x2 OT TO^KI B(1; 2) DO TO^KI O(0; 0) I OTREZKA OSI OX OT TO^KI

O(0; 0) DO TO^KI A. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ NEPOSREDSTWENNOGO WY^ISLENIQ

KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xz; yz; z2}; M0(5; 2; 3); V : x2 + y2 + z2 = 9, z = 2 (z ≥ 2); Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI z = 2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x2 + y2 + z2 = 9 (W NAPRAWLENII UMENX[ENIQ z); L:
y = z, y = 2z, z = 1, x = 2.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

z2 − 5z + 4
PO STEPENQM z − 2 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(1 + z)2
cos

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

dz

(z2 − 1)3
C: |z − 1| = 1
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wARIANT 4

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(0;4)∫
(0;0)

(x + y)2 dx− (x− y)2 dy WDOLX PARABOLY y =
1

2
x2 OT

TO^KI O(0; 0) DO TO^KI A(2; 2) I DALEE PO PRQMOJ OT TO^KI A DO TO^KI B(0; 4).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

x dy − y dx PO KONTURU, OBRAZOWANNOMU OSX@ Ox I PERWOJ ARKOJ

CIKLOIDY x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE). pROWERITX
REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {2x; 2y; xz}; M0

(
1
3
;
1
3
; 1

)
; V : y = x2, y = 4x2, y = 1, z = y, z = 0

(x ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI y = x2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, y = z, y = 1; L: x = 0,

z = 0, x2 + z2 = 1, y = 3.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

3
√

z3 + 3z2 + 3z
PO STEPENQM

z + 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
sh z

(z2 + π2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

z3 dz

(z + 1)3(z − 2)
C: |z − 2| = 2
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wARIANT 5

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∫
L

x dy − y dx WDOLX PERWOJ ARKI CIKLOIDY

x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) OT TO^KI A(2πa; 0) DO TO^KI O(0; 0) I DALEE WDOLX PRQMOJ OT TO^KI O
DO TO^KI B(−πa; 2πa).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

(x + y) dx− (x− y) dy PO KONTURU C, OBRAZOWANNOMU DUGOJ

PARABOLY y = 3(x− 1)2 OT TO^KI A(1; 0) DO TO^KI B(3; 12), OTREZKOM PRQMOJ OT TO^KI B DO TO^KI

O(0; 0) I OTREZKOM OSI Ox OT TO^KI O DO TO^KI A. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {3x2;−2x2y; 1− 2x}; M0(1; 2; 0); V : x2 + y2 = z2, x2 + y2 + z2 = 1

(z ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = z2 (z ≥ 0), WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x2 + y2 + z2 = 1
(NORMALX WNE[NQQ); L: x = y, x = −y, x = 1, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z + 2

(z2 + 2z + 5)2
PO STEPENQM

z + 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
e1/z

1− z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

(z2 + 1)
z3 + 1

dz C: |z| = 2
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wARIANT 6

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(3;1)∫
(−1;−3)

dx− dy

(x− y − 1)2
.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

(x + y) dx− (x− y) dy WDOLX OKRUVNOSTI x2 + (y −R)2 = R2,

PROHODIMOJ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pREOBRAZOWATX \TOT INTEGRAL W DWOJNOJ, WY^ISLITX I
UBEDITXSQ W RAWENSTWE DWUH INTEGRALOW.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x2; x2y; (x− 2)z)}; M0

(
1
2
; 0; 3

)
; V : x2 + y2 = 1, z = 0, z = 1; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, z = 1; L:
x2

4
+

y2

2
= 1, y = 0

(y ≥ 0), z = −1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

(z2 − 1)3
PO STEPENQM z + 1 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(1− z)2
sin

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

(z2 + 1) dz

z2(z + 2)2
C: |z| = 1
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wARIANT 7

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(5;5)∫
(1;1)

ye−x dx + (10− e−x) dy PO FORMULE nX@TONA —

lEJBNICA, OTYSKAW PREDWARITELXNO FUNKCI@ PO E< POLNOMU DIFFERENCIALU S POMO]X@

KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
a2x dy − b2y dx WDOLX \LLIPSA

x2

a2
+

y2

b2
= 1 S POLOVITELXNOM

NAPRAWLENIEM OBHODA. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xz; yz; z2 − 1}; M0

(
−1;−1;

1
4

)
; V : x + y + z = 1, x− y + z = 1, x = 0,

z = 0; Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x + y + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, y = 0, z = 0; L:
y = x2, x = 1, y = 0, z = 2.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
sin z

z − π/4
PO STEPENQM z − π/4 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
sin z

(z2 − π2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

z2e−1/zdz C: |z| = 1



tpIr, 3-J SEM., rl1 , m2, dz, 2020-21 U^.G. (pOPOWA e.m.) 8

wARIANT 8

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(0;1)∫
(−1;−1)

y dx− x dy

x2 + y2
PO DWUM PUTQM: A) PROZWOLXNOJ KRIWOJ,

OSTAWLQ@]EJ NA^ALO KOORDINAT SLEWA; B) PROIZWOLXNOJ KRIWOJ, OSTAWLQ@]EJ NA^ALO KOORDINAT
SPRAWA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

exxy dx− ey(x + y) dy WDOLX KWADRATA S WER[INAMI W TO^KAH

A(2; 2), B(−2; 2), C(−2;−2), D(2;−2), PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pROWERITX
REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x3; y3; xz}; M0(1; 2; 5); V : 9− z = x2 + y2, x = 0, y = 0, z = 0 (x ≥ 0,

y ≥ 0, z ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI 9− z = x2 + y2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0; L: z = 0,
z = x, z = 2− x, y = 2.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
3
√

7 + 3z − 3z2 + z3

z − 1
PO STEPENQM

z − 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1− z
sin

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

z3 dz

(z − 1)3(z + 2)
C: |z − 1| = 2
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wARIANT 9

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(4;0)∫
(0;1)

(y2 + 2) dx + yx dy WDOLX PARABOLY y2 = −1

2
(x− 2) OT

TO^KI A(0; 1) DO TO^KI B(2; 0) I DALEE PO WERHNEJ ^ASTI OKRUVNOSTI (x− 3)2 + y2 = 1 DO TO^KI
C(4; 0).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

xy dx + (x + y) dy PO KONTURU, OBRAZOWANNOMU WERHNEJ ^ASTX@

ASTROIDY x = a cos3 t, y = a sin3 t I OTREZKOM OSI Ox (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVTELXNOE).
pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {yx; 2y;−z}; M0(3; 5;−1); V : y2 = 1− z y = 0, z = 0 x = 0, x = 1

(y ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI y2 = 1− z, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, x = 1, y = 0, z = 0; L:
x = 0 y = 0, x = 1, y = 1, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z − 1

3
√

z3 − 3z2 + 3z
PO STEPENQM

z − 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(1− z2)
cos

1
z
, OPREDELITX

IH HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI
WY^ET W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

eizz dz

z2 + 1
C: |z − i| = 1
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wARIANT 10

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(5;1)∫
(1;3)

dx + dy

(x
2

+ y − 2)2
WDOLX LOMANOJ, OTREZKI KOTOROJ

PARALLELXNY KOORDINATNYM OSQM.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

(x− y) dx + xy dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO WERHNEJ ^ASTX@

ASTROIDY x = a cos3 t, y = a sin3 t I NIVNEJ ^ASTX@ OKRUVNOSTI x2 + y2 = a2 (NAPRAWLENIE OBHODA
POLOVTELXNOE).

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) =
{

y2

2
; 1;

zy2

2

}
; M0(0; 1; 2); V : y2 + x2 = 1− z, z = 0, x = y, x = −y; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = 1− z, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0 (z ≥ 0); L: y =
2
x
, x = 1, y = 1,

z = 2.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(z2 − 4)
PO STEPENQM z + 2 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
ch z

(z2 + π2)3
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

eizz dz

z2 + 1
C: |z − i| = 1
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wARIANT 11

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;5)∫
(2;2)

(y2 − 1

y
− y

x2

)
dx +

(x2 + 1

x
+

x

y2

)
dy.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

−x2y dx + xy2 dy, GDE L — OKRUVNOSTX (x− 1)2 + y2 = 1, KOTORAQ

OBHODITSQ PROTIW ^ASOWOJ STRELKI. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {y; y2; zy}; M0(5; 3; 1); V : x +
y

2
+ z = 1, y = 0, x = 0, z = 0; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x +
y

2
+ z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, y = 0, z = 0; L: ρ = 2 cos ϕ, z = 1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(z2 − 1)
PO STEPENQM z + 1 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1 + z
sh

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

z cos
1
z

dz C: |z| = 2
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(2;3)∫
(0;0)

xdx + ydy√
2 + x2 + y2

, OTYSKAW FUNKCI@ U(x, y) PO E<

POLNOMU DIFFERENCIALU I ISPOLXZOWAW FORMULU nX@TONA — lEJBNICA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

(x2 + 2y)dx− xydy WDOLX \LLIPSA
(x− a)2

a2
+

y2

b2
= 1, PROHODIMOGO

W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {yx; y3; z3}; M0(7; 1;−1); V : x2 + y2 = 4, z = 2, z = 4; Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI z = 4, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x2 + y2 = 4; L: x2 + y2 = 4, x = 0 y = 0, z = 4 (x ≥ 0,
y ≥ 0).

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
sin2 z

(z − π/8)2
PO STEPENQM z − π/8

I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(1 + z2)
ch

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

e−iz(1− z2) dz

1 + z2
C: |z + i| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(6;4)∫
(−2;0)

(x2 + 2y) dx− xy dy WDOLX NIVNEJ POLUOKRUVNOSTI

x2 + y2 = 4 OT TO^KI A(−2; 0) DO TO^KI B(2; 0) I DALEE PO PRQMOJ OT TO^KI B DO TO^KI C(6; 4).

zADA^A 2 (2 BALLA). s POMO]X@ FORMULY gRINA WY^ISLITX RAZNOSTX MEVDU INTEGRALAMI∫
AmB

(x + y)2 dx− (x− y)2 dy I

∫
AnB

(x + y)2 dx− (x− y)2 dy,

GDE AmB — OTREZOK PRQMOJ MEVDU TO^KAMI A(0; 0) I B(1; 1), AnB — DUGA PARABOLY y = x2,
SOEDINQ@]AQ TE VE TO^KI.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xz; z; z2}; M0

(
0;−1;

1
3

)
; V : x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 3z; Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI x2 + y2 + z2 = 4, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x2 + y2 = 3z; L: y2 + z2 = 2, x = 3.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z + 4

(z3 + 6z2 + 12z)2
PO STEPENQM

z + 2 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
cos z

(z2 − π2)3
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

(z3 + 1) dz

(z2 + 1)2
C: |z| = 2
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wARIANT 14

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(−a;0)∫
(a;0)

x dx + (x + y) dy WDOLX ASTROIDY x = a cos3 t,

y = a sin3 t OT TO^KI A(a; 0) DO TO^KI B(0; a) I DALEE PO PRQMOJ OT TO^KI B DO TO^KI C(−a; 0).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

√
1 + x2 + y2 dx + y

(
xy + ln(x +

√
1 + x2 + y2)

)
dy WDOLX

OKRUVNOSTI x2 + y2 = R2 (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE).

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {z; yx2z; x2}; M0

(
3; 0;

1
3

)
; V : x = 0, y = 0, x = 1, y = 1, z = 0, z = y2;

Σ — ^ASTX POWERHNOSTI y = z, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, x = 1, y = 0, y = 1, z = 0; L: y =
1
x
,

x =
1
2
, y =

1
2
, z = 3.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(z − 1)(z2 + 4)
PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(1− z)2
e1/z, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

sh z dz

(z2 + π2)2
C: |z − πi| = π
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(3;2)∫
(−1;−1)

dx− 2dy

(x− 2y + 2)2
.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

y2dx− x2dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO PRQMYMI x + y = −1,

x = 0, y = 0, KOTORYJ OBHODITSQ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. rEZULXTAT PROWERITX PO FORMULE
gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {1; y2; xz}; M0

(
−1; 1;

1
4

)
; V : x2 + y2 = 2z2, z = 1, z =

√
2, x = 0

(x ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = 2z2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 1, z =
√

2, x = 0,

y = 0; L: x2 + (z − 1)2 = 1, x = 0 (x ≥ 0), y = −1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

3
√

(16−12z+6z2−z3)2
PO

STEPENQM z − 2 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1 + z2
sh

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ezdz

(z2 − 1)2
C: |z + 1| = 1



tpIr, 3-J SEM., rl1 , m2, dz, 2020-21 U^.G. (pOPOWA e.m.) 16

wARIANT 16

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INITEGRAL

∫
L

3x2y dx + y dy WDOLX DUGI KRIWOJ y = (1− x)
√

x

MEVDU TO^KAMI O I A E< PERESE^ENIQ S OSX@ Ox I DALEE PO NIVNEJ ^ASTI OKRUVNOSTI

(x− 2)2 + y2 = 1 DO TO^KI B(3; 0).

zADA^A 2 (2 BALLA). iSPOLXZUQ FORMULU gRINA, WY^ISLITX

∮
C

(ex sin y − y) dx + (ex cos y − 1) dy PO

KONTURU, SOSTOQ]EMU IZ WERHNEJ POLUOKRUVNOSTI (x− 1)2 + y2 = 1 I OTREZKOW PRQMYH OT TO^KI
O(0; 0) DO TO^KI A(1;−1) I DALEE DO TO^KI B(2; 0). rEZULXTAT PROWERITX, WY^ISLQQ INTEGRAL
NEPOSREDSTWENNO.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {zy; x2z; yzx2}; M0(−1; 2; 5); V : 5− z = x2 + y2, x = 0, y = 0, z = 0
(x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x + y + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, y = 0,

z = 0; L: 5− z = x2, x = 0, y = 10, z = 0 (x ≥ 0, z ≥ 0).

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
cos2 z

(z + π/8)2
PO STEPENQM z + π/8

I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z2 + 4

(z2 + 3z + 2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

sin2 z dz

(z2 − π2/4)2
C: |z + π/2| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∫
L

(x2 + y2) dx + (x2 − y2) dy WDOLX ^ETWERTI \LLIPSA

x2

a2
+

y2

b2
= 1 OT TO^KI A(a; 0) DO TO^KI B(0; b) I DALEE WDOLX PRQMOJ DO TO^KI C(−2a; 0).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

x2 dx + xy dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO PRQMYMI x− y = 1,

2y − x = 1, x + y = −1 I PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. rEZULXTAT PROWERITX S
POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xy; y2; yz2}; M0(−1;−2; 2); V : x2 + y2 = 2z, x2 + y2 = 4, x = y, z = 0,

y = 0; Σ — ^ASTX POWERHNOSTI z = 2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x2 + y2 = 4, y = 0 (y ≥ 0); L:
y = −1, y = 2x− 1, y = −2x + 3, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

(z2 − 4)2
PO STEPENQM z − 2 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1− z2
e1/z, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

eizdz

z2 + 1
C: |z| = 2



tpIr, 3-J SEM., rl1 , m2, dz, 2020-21 U^.G. (pOPOWA e.m.) 18

wARIANT 18

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(4;3)∫
(2;1)

(
x√

x2 − y2
+ y

)
dx +

(
x +

1

y2
− y√

x2 − y2

)
dy.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

x dx + (x + y) dy WDOLX OKRUVNOSTI x2 + y2 = 2x (NAPRAWLENIE

OBHODA POLOVTELXNOE). rEZULXTAT PROWERITX S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {2z; xyz; xy}; M0(5; 0; 3); V : y2 + 4z2 = 1, z = 0, y =
1
2
, x = 1, x = 2

(z ≥ 0, y ≥ 1
2
); Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x = 2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI y2 + 4z2 = 1, z = 0, y =

1
2
;

L: x2 + z2 = 9, z =
√

3x, z =
x√
3
, y = 3.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(z + 1)(z2 − 4)
PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

1− z
sin

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

tg z dz

(z − π/4)3
C: |z − π/4| = 0,5
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(5;4)∫
(3;2)

x dx− y dy√
x2 − y2

.

zADA^A 2 (2 BALLA). iSPOLXZUQ FORMULU gRINA, WY^ISLITX

∮
L

x2y dx + xy2 dy WDOLX KONTURA

L:
x2

9
+

y2

4
= 1, PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. rEZULXTAT PROWERITX PUTEM

NEPOSREDSTWENNOGO WY^ISLENIQ INTEGRALA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) =
{

x2z

2
; yz; x2

}
; M0(−3; 3;−1); V : x2 + 2y2 = 1, z = x + 1, z = 0; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x2 + 2y2 = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, z = x + 1, y = 0 (y ≥ 0); L: x = 1,
z = x + 1, z = 0, y = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1
2

ln
1 + z

1− z
PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
(z + 1)2

(z2 − 3z + 2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ch z dz

(z2 + π2)2
C: |z − πi| = π
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;1)∫
(−1;−1)

dx− dy

(x− y − 1)2
.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
(x− y2) dx + 2xy dy WDOLX OKRUVNOSTI (x− 2)2 + (y − 3)2 = 1,

PROHODIMOJ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ DWOJNOGO INTEGRALA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x2y2z; z; 1}; M0

(
1
2
; 1; 3

)
; V : y = 0, z = 0, y + z = 1, x + z = 1,

z − x = 1; Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, y = 0, y + z = 1; L:
x + z = 1, −x + z = 1, z = 0, y = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1 + z + z2
PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1 + z2
sin

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

chπz dz

(z2 + 1)3
C: |z − i| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;2)∫
(−1;0)

3x2dx√
y − x3

− dy√
y − x3

.

zADA^A 2 (2 BALLA). dOKAZATX, ^TO INTEGRAL

∫
L

(x4 + 4xy3) dx + (6x2y2 − 5y4) dy NE ZAWISIT OT PUTI

INTEGRIROWANIQ. nAJTI ZNA^ENIE INTEGRALA, INTEGRIRUQ SNA^ALA PO LOMANOJ AOB OT TO^KI

A
(
−a;

√
2b

)
DO TO^KI B

(
a;
√

2b
)
^EREZ NA^ALO KOORDINAT O, A ZATEM PO PRQMOJ, SOEDINQ@]EJ TO^KI

A I B.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x2;−y2;−z2}; M0(1; 1; 1); V : x2 + y2 = z, z = 1; Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI x + y + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, y = 0, z = 0; L: x2 + y2 = 1, z = 1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) = arctg z PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(1 + z)
cos

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

sin z dz

(z2 − π2/4)2
C: |z − π/2| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;1)∫
(−1;−1)

(x + y) dx− (x− y) dy

x2 + y2
PO DWUM PUTQM:

A) PROIZWOLXNOJ KRIWOJ, OSTAWLQ@]EJ NA^ALO KOORDINAT SLEWA; B) PROIZWOLXNOJ KRIWOJ,
OSTAWLQ@]EJ NA^ALO KOORDINAT SPRAWA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

2y dx + xy dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO PRQMYMI x + y = 3,

x = 1, y = 1 I PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@
FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xy; y; yz}; M0(0; 1; 0); V : x = 0, y = 0, z = 0, x = 1, y = 1, z = 1; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = z, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 4; L: y = x2, y = 4, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z + 1
cos2 1

z + 1
PO STEPENQM

z + 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
eiz

(z2 − π2)2
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ln(1 + z) dz

(z2 − 1)3
C: |z − 1| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(1;
π
2 )∫

(0;0)

y cos(xy) dx + x cos(xy) dy, OTYSKAW S POMO]X@

KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA FUNKCI@ PO E< POLNOMU DIFFERENCIALU.

zADA^A 2 (2 BALLA). iSPOLXZUQ FORMULU gRINA, WY^ISLITX∮
3x− y3

√
1 + x2 + 4y3 dx + (18y2 + x3

√
1 + x2 + 4y3) dy

3
√

1 + x2 + 4y3

WDOLX OKRUVNOSTI x2 + y2 = 1 (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE).

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xyz; xy; xz}; M0(1;−1; 2); V : x + z = 1, y = 0, y = 2, x = 0, z = 0;

Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 − z2 = 0, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 2; L:
x2

4
= z, y = 0, z = 4.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(z + 1)(z + 2)3
PO STEPENQM

z + 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

1− z2
ch

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ln z dz

(z2 + 1)2
C: |z − i| = 0,5
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∫
L

(y + x) dx + (y − x) dy WDOLX WERHNEJ ^ASTI \LLIPSA

(x− 4)2

4
+

y2

2
= 1 OT TO^KI A(6; 0) DO TO^KI B(2; 0) I DALEE PO PRQMOJ DO TO^KI C(0; 2).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
y

x
dx + x2 dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO KRIWOJ y = ln x, OSX@

Ox I PRQMOJ x = e (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVTELXNOE). pROWERITX REZULXTAT S POMO]X@ DWOJNOGO

INTEGRALA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xz; yz; z2}; M0(3; 2;−1); V : x2 + y2 + z2 = 4, z = 0 (z ≥ 0); Σ —
^ASTX POWERHNOSTI z + x = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, y = 1, z = y; L: z + y = 1, x = 0,
z − y = 1, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
(

cos z

z

)3

PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1 + z
ch

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ez ln(z + 1) dz

(z − 1)2
C: |z − 1| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(4;5)∫
(1;2)

x dx− y dy√
y2 − x2

.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

y2 dx + xy dy WDOLX OKRUVNOSTI (x− 1)2 + (y − 1)2 = 1,

PROHODIMOJ W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {x; y;−xyz2}; M0(1;−1; 1); V : x2 + y2 − z2 = 0, z = 1; Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI y + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI x = 0, z = 0, y = x; L: x2 + z2 = 1, y = 1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
cos z

(z + π/4)2
PO STEPENQM z + π/4

I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

1− z2
ch

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

ln(z + 1) dz

(z2 − 1)2
C: |z − 1| = 1
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX

∫
L

xy dy + y dx WDOLX PARABOLY y = x2 OT TO^KI O(0; 0) DO TO^KI

A(1; 1) I DALEE PO OKRUVNOSTI (x− 2)2 + (y − 1)2 = 1 DO TO^KI B(2; 2).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

y2 dx + x dy PO KONTURU, OBRAZOWANNOMU KRIWOJ y =
√

x− 1,

PRQMOJ y = 2 I OTREZKAMI OSEJ Ox I Oy (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE). pROWERITX
REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {3y2;−3x2;−xz}; M0(2; 1; 0); V : x + z = 1, y = 0, z = 0, y = x; Σ —

^ASTX POWERHNOSTI x2 + y2 = z, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 1; L: z = x2, y = 1, z = 4.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

1− z + z2
PO STEPENQM z I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

1 + z2
cos

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

dz

(z4 − 16)2
C: |z − 2i| = 2
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wARIANT 27

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(4;0)∫
(−4;3)

(x3 − 3y) dx + (y2 − 3x) dy PO FORMULE nX@TONA —

lEJBNICA, PREDWARITELXNO OTYSKAW FUNKCI@ U(x, y) S POMO]X@ KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
L

(x2 + y) dx− (y2 + x) dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO WERHNEJ

^ASTX@ OKRUVNOSTI x2 + y2 = 1 I OTREZKAM PRQMYH, SOEDINQ@]IH KONCY A(−1; 0) I C(1; 0)
POLUOKRUVNOSTI S TO^KOJ B(0;−1) (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE). rEZULXTAT PROWERITX PO
FORMULE gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {2x2y; xy2;−4xyz}; M0(−1;−1; 2); V : x2 + y2 = −z + 5, z = 0; Σ —
^ASTX POWERHNOSTI x + y = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, y = 0, z = x; L: x + y + z = 1, x = 0,
y = 0, z = 0.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) = (z − 1)2 sin2 1
z − 1

PO STEPENQM

z − 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

z(1− z)
sh

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

e−zdz

z(z − 1)3
C: |z − 1| = 2
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wARIANT 28

zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∫
L

(x + y) dx + (y − x) dy WDOLX OKRUVNOSTI x2 + y2 = 4 OT

TO^KI A(0; 2) DO TO^KI B(2; 0) I DALEE PO PRQMOJ DO TO^KI s (4; 2).

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
C

(2x− y) dx + (x− 1) dy WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO PRQMYMI

y = 2x, y =
2

x
, x = 2 (NAPRAWLENIE OBHODA POLOVITELXNOE). rEZULXTAT PROWERITX PO FORMULE gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {y2; x2; xy2z}; M0(−2; 1;−1); V : x2 + y2 + z2 = 1, z = 0 (z > 0), x = 0,
y = 0; Σ — ^ASTX POWERHNOSTI x + z = 1, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI y = 1, z = 0, z = y; L:
x2 + y2 = 1, z = x.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z + 2

(z3 + 3z2 + 3z)2
PO STEPENQM

z + 1 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) = z3 cos
1
z2

, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

th(πz/4)
(z2 + 1)2

dz C: |z − i| = 0,5
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(8;4)∫
(1;1)

(
√

y − y

3
3
√

x4

)
dx +

(
x

2
√

y
+

1
3
√

x

)
dy PO FORMULE

nX@TONA — lEJBNICA, OTYSKAW PREDWARITELXNO FUNKCI@ U(x, y) PO EE POLNOMU DIFFERENCIALU S
POMO]X@ KRIWOLINEJNOGO INTEGRALA.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
s

2x dy − (x− y) dx WDOLX KONTURA, OBRAZOWANNOGO KRIWYMI

y = x + 1, y = e−x, x = 1 I PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. rEZULXTAT PROWERITX PO
FORMULE gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {xy;−y2; xz}; M0(0; 1;−1); V : x2 + y2 − z2 = 0, z = 1; Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI x2 + y2 + z2 = 3, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z =
√

2 (z ≥
√

2); L: x + y = 1, y = 0, x = 0,
z = 1.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
sin z

(z − 3π/4)3
PO STEPENQM

z − 3π/4 I UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
1

(1− z)2
sh

1
z
, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

cos z dz

z2(z − π)2
C: |z − π| = 4
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zADA^A 1 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

(2;−1)∫
(−1;1)

dx + dy

(x + y + 2)2
.

zADA^A 2 (2 BALLA). wY^ISLITX

∮
(x + y) dx− (x− y) dy WDOLX PERIMETRA KWADRATA S WER[INAMI

A(1; 0), B(0; 1), C(−1; 0), D(0;−1), PROHODIMOGO W POLOVITELXNOM NAPRAWLENII. pROWERITX
REZULXTAT S POMO]X@ FORMULY gRINA.

zADA^A 3 (6 BALLOW). w R3 ZADANO WEKTORNOE POLE ~F (x, y, z) = P (x, y, z)~i + Q(x, y, z)~j + R(x, y, z)~k.
nAJTI: A) WEKTORNYE LINII POLQ; B) DIWERGENCI@ WEKTORNOGO POLQ I EE ZNA^ENIE W TO^KE M0;
W) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ GRANICU S TREHMERNOJ OBLASTI V KONE^NOGO OB_EMA, ZADANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ; G) POTOK WEKTORNOGO POLQ ^EREZ POWERHNOSTX Σ; D) ROTOR WEKTORNOGO
POLQ W PROIZWOLXNOJ TO^KE; E) CIRKULQCI@ WEKTORNOGO POLQ PO ZAMKNUTOJ LINII L, OBRAZOWANNOJ
PERESE^ENIEM POWERHNOSTEJ (WY^ISLITX KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL NEPOSREDSTWENNO I PROWERITX
REZULXTATY PO FORMULE sTOKSA).

iSHODNYE DANNYE: ~F (x, y, z) = {y;−x; yz}; M0(−1; 3; 0); V : x2 + y2 + z2 = 2 (y ≥ 0); Σ — ^ASTX

POWERHNOSTI x2 + y2 + z2 = 2, WYREZAEMAQ POWERHNOSTQMI z = 0, z = y; L: x2 + y2 = 1, z = y.

zADA^A 4 (2 BALLA). nAJTI WSE RAZLOVENIQ ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

(z2 − 2z)3
PO STEPENQM z − 1 I

UKAZATX OBLASTI \TIH RAZLOVENIJ. zAME^ANIQ. 1. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII 3
√

z
RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ ^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET
DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ.
2. dLQ MNOGOZNA^NOJ FUNKCII arctg z RASSMATRIWAETSQ TA EE WETWX, KOTORAQ NA POLOVITELXNOJ
^ASTI DEJSTWITELXNOJ OSI PRINIMAET DEJSTWITELXNYE ZNA^ENIQ. pRI \TOM IMEET MESTO

PREDSTAWLENIE arctg z =

z∫
0

dz

1 + z2
=

π

2
+

z∫
∞

d z

1 + z2
.

zADA^A 5 (2 BALLA). nAJTI WSE OSOBYE TO^KI ZADANNOJ FUNKCII f(z) =
z

1 + z
e−1/z, OPREDELITX IH

HARAKTER I NAJTI WY^ETY W NIH. uSTANOWITX HARAKTER BESKONE^NO UDALENNOJ TO^KI I NAJTI WY^ET
W NEJ.

zADA^A 6 (2 BALLA). wY^ISLITX INTEGRAL

∮
C

eiz cos z dz

(z − π)3
C: |z − π| = π


