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Криволинейный интеграл II рода 

по переменной 𝑥𝑥 

� 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐴𝐴𝐴𝐴

= lim
maxΔ𝑠𝑠𝑖𝑖→0

�𝑃𝑃(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑥𝑥𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 . 

по переменной 𝑦𝑦 

� 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴

= lim
maxΔ𝑠𝑠𝑖𝑖→0

�𝑄𝑄(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 . 

общего вида 

� 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴

= lim
maxΔ𝑠𝑠𝑖𝑖→0

�(𝑃𝑃(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑦𝑦𝑖𝑖)
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

 . 



Физический смысл 

Поле сил на плоскости  𝐹⃗𝐹�𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� 

Работа силы на фрагменте пути  𝐹⃗𝐹 ⋅ Δ𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑃𝑃(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑦𝑦𝑖𝑖  

Работа силы 𝐹⃗𝐹 на криволинейном пути 𝐴𝐴𝐴𝐴 на плоскости: 

𝐴𝐴 = � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴

= � (𝑃𝑃𝑥̇𝑥 + 𝑄𝑄𝑦̇𝑦)𝑑𝑑𝑠𝑠
𝐴𝐴𝐴𝐴

= 

= � 𝐹⃗𝐹 𝑟̇𝑟 𝑑𝑑𝑠𝑠
𝐴𝐴𝐴𝐴

= � (𝑃𝑃 cos𝛼𝛼 + 𝑄𝑄 cos𝛽𝛽)𝑑𝑑𝑠𝑠
𝐴𝐴𝐴𝐴

. 



Свойства криволинейного интеграла II рода 

1. линейность 
 
 

2. аддитивность 
 
 

3. ориентированность 
 
 

4. независимость от выбора начальной точки на замкнутой кривой 
 
 

5. интеграл по отрезку, параллельному 𝑂𝑂𝑂𝑂 или 𝑂𝑂𝑂𝑂 



Теорема о существовании криволинейного интеграла II рода 

Теорема: 𝑥𝑥(𝑡𝑡), 𝑦𝑦(𝑡𝑡) – непрерывно дифференцируемы и 𝑃𝑃, 𝑄𝑄 – непр.  ⇒   

∃∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴 = ∫ �𝑃𝑃�𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡)� ⋅ 𝑥𝑥′(𝑡𝑡) + 𝑄𝑄�𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡)� ⋅ 𝑦𝑦′(𝑡𝑡)� 𝑑𝑑𝑡𝑡𝛽𝛽
𝛼𝛼 . 

Доказательство: для |𝑟𝑟′(𝑡𝑡)| обозначим его min и max на 𝐴𝐴𝐴𝐴 через 𝑟𝑟 и 𝑅𝑅,  
тогда  𝑟𝑟Δ𝑡𝑡 ≤ Δ𝑠𝑠 ≤ 𝑅𝑅Δ𝑡𝑡,  поэтому  maxΔ𝑠𝑠𝑖𝑖 → 0  ⇔  maxΔ𝑡𝑡𝑖𝑖 → 0;  
𝑃𝑃�𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑦𝑦(𝑡𝑡)� – непрерывна  ⇒  равномерно непрерывна, 
Δ𝑡𝑡 < 𝛿𝛿  ⇒ Δ𝑃𝑃 < 𝜀𝜀; 
выберем 𝑡𝑡𝑖𝑖  из условия  Δ𝑥𝑥𝑖𝑖 = 𝑥𝑥′(𝑡𝑡𝑖𝑖)Δ𝑡𝑡𝑖𝑖 ,  
для 𝑃𝑃 имеем 

lim
maxΔ𝑠𝑠𝑖𝑖→0

∑ 𝑃𝑃(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)Δ𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = lim

maxΔ𝑡𝑡𝑖𝑖→0
∑ 𝑃𝑃�𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑖𝑖),𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑖𝑖)�𝑥𝑥′(𝑡𝑡𝑖𝑖)Δ𝑡𝑡𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 ,  

так как 

lim
maxΔ𝑡𝑡𝑖𝑖→0

∑ �𝑃𝑃(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖) − 𝑃𝑃�𝑥𝑥(𝑡𝑡𝑖𝑖),𝑦𝑦(𝑡𝑡𝑖𝑖)�� 𝑥𝑥′(𝑡𝑡𝑖𝑖)Δ𝑡𝑡𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = 0  □ 



Формула Грина 

Теорема: 𝑃𝑃, 𝑄𝑄 – непрерывно дифференцируемы в замкнутой области 𝐷𝐷, 
ограниченной кусочно гладким контуром 𝐿𝐿  ⇒   

�𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐿𝐿

= � � 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 −  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 � 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐷𝐷

, 

где 𝐿𝐿 проходится в положит. направлении. 
Доказательство: для правильной в направлении 𝑂𝑂𝑂𝑂 области 𝐷𝐷 имеем 

�  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐷𝐷

= � 𝑑𝑑𝑥𝑥�  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦2(𝑥𝑥)

𝑦𝑦1(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= 

= � 𝑃𝑃�𝑥𝑥,𝑦𝑦2(𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑏𝑏

𝑎𝑎
− � 𝑃𝑃�𝑥𝑥,𝑦𝑦1(𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑏𝑏

𝑎𝑎
= −�𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝐿𝐿
; 

далее для произвольной области и аналогично для 𝑄𝑄  □ 



Пример 

Найдём криволинейный интеграл II рода 

�𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐿𝐿

, 

где 𝐿𝐿 – треугольник с вершинами 𝐴𝐴(0, 0), 𝐵𝐵(1, 0), 𝐶𝐶(1, 1) и 
положительным направлением обхода (против часовой стрелки) 

� 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴

+ � 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐵𝐵𝐵𝐵

+ � 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐶𝐶𝐶𝐶

= 

= � 𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥
1

0
+ � 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑦𝑦

1

0
+ � 2𝑥𝑥2 𝑑𝑑𝑥𝑥

0

1
=  

1
3

 +  
1
2

 −  
2
3

 =  
1
6

 ; 

найдём тот же интеграл по формуле Грина 

� � 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 −  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 � 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐷𝐷

= � 𝑦𝑦𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

= � 𝑑𝑑𝑥𝑥� 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑥𝑥

0

1

0
= �  

𝑥𝑥2

2
 𝑑𝑑𝑥𝑥

1

0
=  

1
6

 . 



Формула Грина для многосвязной области 

Многосвязной областью на плоскости называется область, граница 
которой имеет несколько компонент связности. 
 
Формула Грина для многосвязной области 𝐷𝐷: 

� 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕

= � � 
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 −  
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

 � 𝑑𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐷𝐷

, 

где каждая компонента границы 𝜕𝜕𝜕𝜕 обходится в положительном 
направлении, т. е. так, чтобы при обходе границы область оставалась 
слева. 



Вычисление площади 

Вычисление площади: 

𝑆𝑆 = �𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐿𝐿

= −�𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

=  
1
2

 �𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦 − 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

. 

 
Пример:  найдём площадь эллипса  𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 cos 𝑡𝑡,  𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 sin 𝑡𝑡 

𝑆𝑆 =  
1
2

 �𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦 − 𝑦𝑦 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝐿𝐿

=  
1
2

 � (𝑎𝑎𝑎𝑎 cos2 𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 sin2 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑡𝑡
2𝜋𝜋

0
= 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋. 
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