
Теория поля и ряды 
Лекция 14 

Независимость от пути в 
криволинейных интегралах 



Независимость от пути криволинейного интеграла II рода 

Криволинейный интеграл II рода ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴  называется 
независящим от пути, если для любой линии, соединяющей точки 𝐴𝐴 и 
𝐵𝐵, значение криволинейного интеграла не меняется. 
Для независящего от пути криволинейного интеграла можно 
корректно определить функцию 

𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = � 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)
. 

Тогда будет верна формула Ньютона-Лейбница: 

� 𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)
= 𝐹𝐹(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1). 



Условия, эквивалентные независимости от пути 

Теорема: 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦), 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) – непрерывно дифференцируемы в 
односвязной области 𝐷𝐷  ⇒  следующие условия эквивалентны: 
1)  𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦 – полный дифференциал; 
2)  𝑃𝑃𝑦𝑦′ = 𝑄𝑄𝑥𝑥′ ; 

3)  ∮ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦𝐿𝐿 = 0; 

4)  ∫ 𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦𝐴𝐴𝐴𝐴  не зависит от пути. 

Доказательство. 
1 → 2)  𝑃𝑃𝑦𝑦′ = 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑥𝑥′ = 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑦𝑦′ = 𝑄𝑄𝑥𝑥′ ; 
2 → 3)  формула Грина; 
3 → 4)  очевидно; 

4 → 1)  𝜑𝜑(Δ𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥 + Δ𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = ∫ 𝑃𝑃(𝑡𝑡,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑡𝑡𝑥𝑥+Δ𝑥𝑥
𝑥𝑥   ⇒  

𝜑𝜑′(0) = 𝐹𝐹𝑥𝑥′ = 𝑃𝑃  и аналогично  𝐹𝐹𝑦𝑦′ = 𝑄𝑄  □ 



Вычисление не зависящего от пути криволинейного 
интеграла 

Для не зависящего от пути интеграла: 

� 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦
(𝑥𝑥2,𝑦𝑦2)

(𝑥𝑥1,𝑦𝑦1)
= � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦1)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
+ � 𝑄𝑄(𝑥𝑥2,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑦𝑦2

𝑦𝑦1
= 

= � 𝑄𝑄(𝑥𝑥1,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑦𝑦2

𝑦𝑦1
+ � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦2)𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
. 

 
Пример: 

� (2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
(2,3)

(0,1)
= � (2𝑥𝑥 − 1)𝑑𝑑𝑥𝑥

2

0
− � 2𝑑𝑑𝑦𝑦

3

1
= −2. 



Восстановление функции 𝑭𝑭(𝒙𝒙,𝒚𝒚) по её полному 
дифференциалу 

𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝐶𝐶 + � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)

(𝑥𝑥0,𝑦𝑦0)
= 

= 𝐶𝐶 + � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦0)𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

𝑥𝑥0
+ � 𝑄𝑄(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑦𝑦

𝑦𝑦0
= 𝐶𝐶 � 𝑄𝑄(𝑥𝑥0,𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑦𝑦

𝑦𝑦0
+ � 𝑃𝑃(𝑥𝑥,𝑦𝑦) 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥

𝑥𝑥0
. 

 
Пример: пусть 

𝑑𝑑𝑑𝑑 = (2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦, 
тогда 

𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝐶𝐶 + � 2𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥

0
− � 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑦𝑦

0
= 𝐶𝐶 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥, 

� (2𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑑𝑑𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑦𝑦
(2,3)

(0,1)
= 𝐹𝐹(2, 3) − 𝐹𝐹(0, 1) = −2. 



Циклические постоянные 

Пусть 𝐷𝐷 – многосвязная область на плоскости с внутренними 
компонентами границы 𝛾𝛾1, 𝛾𝛾2, …, 𝛾𝛾𝑛𝑛. 
Циклической постоянной по компоненте 𝛾𝛾𝑖𝑖  для независящего от пути 
криволинейного интеграла ∫𝑃𝑃 𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦 называется значение этого 
интеграла по замкнутой линии, расположенной в области 𝐷𝐷 
параллельно 𝛾𝛾𝑖𝑖: 

𝜎𝜎𝑖𝑖 = �𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝛾𝛾

. 

Тогда для замкнутой линии 𝐿𝐿, совершающей 𝑘𝑘𝑖𝑖  оборотов вдоль 𝛾𝛾𝑖𝑖: 

�𝑃𝑃𝑑𝑑𝑥𝑥 + 𝑄𝑄 𝑑𝑑𝑦𝑦
𝐿𝐿

= �𝑘𝑘𝑖𝑖𝜎𝜎𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

. 
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