
Теория поля и ряды 
Лекция 22 

Интегральная  
формула Коши,  

ряды Тейлора и Лорана 



Интеграл от дроби  𝟏𝟏
(𝒛𝒛 − 𝒛𝒛𝟎𝟎)𝒏𝒏  по окружности с центром в точке 𝒛𝒛𝟎𝟎 

Найдём интеграл 

�   
𝑑𝑑𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛 
|𝑧𝑧−𝑧𝑧0|=𝜌𝜌

, 

для точек окружности 𝑧𝑧 = 𝑧𝑧0 + 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 и 𝜑𝜑 ∈ [0; 2𝜋𝜋], отсюда 

𝑑𝑑𝑧𝑧 = 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜑𝜑, 

при 𝑛𝑛 = 1 имеем 

�   
𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
 

|𝑧𝑧−𝑧𝑧0|=𝜌𝜌
= �  

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜑𝜑
𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖

 
2𝜋𝜋

0
= � 𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜑𝜑

2𝜋𝜋

0
= 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 

при 𝑛𝑛 > 1 имеем 

�  
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝜑𝜑
(𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑛𝑛  

2𝜋𝜋

0
= �  

𝑖𝑖
𝜌𝜌𝑛𝑛−1

 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑛𝑛−1)𝜑𝜑 𝑑𝑑𝜑𝜑
2𝜋𝜋

0
=  

−1
𝜌𝜌𝑛𝑛−1(𝑛𝑛 − 1) 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑛𝑛−1)𝜑𝜑�

0

2𝜋𝜋
= 0. 



Интегральная формула Коши 

Пусть функция 𝑓𝑓 аналитическая в односвязной области 𝐺𝐺 с кусочно 
гладкой границей Γ и точка 𝑧𝑧0 ∈ 𝐺𝐺. Тогда 𝑓𝑓 непрерывна в точке 𝑧𝑧0, т. е. 

∀𝜀𝜀 > 0, ∃𝜌𝜌 > 0, ∀𝑧𝑧 ∈ 𝛾𝛾 = {𝑧𝑧 ∶ |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| = 𝜌𝜌}, |𝑓𝑓(𝑧𝑧) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧0)| < 𝜀𝜀, 

откуда 

��  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
𝛾𝛾

− �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧0)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
𝛾𝛾

� = ��  
𝑓𝑓(𝑧𝑧) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧0)

𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
 𝑑𝑑𝑧𝑧

𝛾𝛾
� ≤  

1
𝜌𝜌  sup

𝑧𝑧∈𝛾𝛾
|𝑓𝑓(𝑧𝑧) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧0)| ⋅ 2𝜋𝜋𝜋𝜋 ≤ 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 

поэтому по теореме Коши для области между Γ и 𝛾𝛾 

�  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
Γ

= �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
𝛾𝛾

= �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧0)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
𝛾𝛾

= 𝑓𝑓(𝑧𝑧0) ⋅ �  
𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
 

𝛾𝛾
= 2𝜋𝜋𝜋𝜋 ⋅ 𝑓𝑓(𝑧𝑧0) 

и получаем интегральную формулу Коши 

𝑓𝑓(𝑧𝑧0) =  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
Γ

. 



Интегральная формула для производной 

Выберем приращение Δ𝑧𝑧 = 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 такое, чтобы 𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧 ∈ 𝐺𝐺, тогда по интегральной формуле Коши 

 
𝑓𝑓(𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧0)

Δ𝑧𝑧
 =  

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋Δ𝑧𝑧

 ��  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑧𝑧 − (𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧) 
Γ

− �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
Γ

� = 

=  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋Δ𝑧𝑧
 �  

�𝑓𝑓(𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)� 𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)  

Γ
=  

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0) 
Γ

, 

𝑓𝑓′(𝑧𝑧0) = lim
Δ𝑧𝑧→0

 
𝑓𝑓(𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧) − 𝑓𝑓(𝑧𝑧0)

Δ𝑧𝑧
 =  

1!
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2 
Γ

. 

Аналогично,
𝑓𝑓′(𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧) − 𝑓𝑓′(𝑧𝑧0)

Δ𝑧𝑧
 =  

1!
2𝜋𝜋𝜋𝜋Δ𝑧𝑧

 ��  
𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧

�𝑧𝑧 − (𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧)�2
 

Γ
− �  

𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2 

Γ
� = 

=  
1!

2𝜋𝜋𝜋𝜋Δ𝑧𝑧
 �  

(𝑓𝑓(𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2 − 𝑓𝑓(𝑧𝑧)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)2)𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2  

Γ
=  

1!
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)(2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0) + Δ𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0 − Δ𝑧𝑧)2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2  

Γ
, 

𝑓𝑓′′(𝑧𝑧0) = lim
Δ𝑧𝑧→0

 
𝑓𝑓′(𝑧𝑧0 + Δ𝑧𝑧) − 𝑓𝑓′(𝑧𝑧0)

Δ𝑧𝑧
 =  

2!
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)2 
Γ

. 

𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0) =  
𝑛𝑛!

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 

Γ
. 



Примеры вычисления интегралов 

𝑓𝑓(𝑧𝑧0) =  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
Γ

, 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0) =  
𝑛𝑛!

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 

Γ
. 

�  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
Γ

= 2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑧𝑧0), �  
𝑓𝑓(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 
Γ

=  
2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑛𝑛!

 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0). 

Пример: 

�  
𝑒𝑒𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑧𝑧(𝑧𝑧 − 2𝑖𝑖)
 

|𝑧𝑧−3𝑖𝑖|=2
= �  

 𝑒𝑒
𝑧𝑧

𝑧𝑧  𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 2𝑖𝑖

 
|𝑧𝑧−3𝑖𝑖|=2

= 2𝜋𝜋𝜋𝜋 
𝑒𝑒𝑧𝑧

𝑧𝑧
 �
𝑧𝑧=2𝑖𝑖

= 𝜋𝜋(cos 2 + 𝑖𝑖 sin 2). 

Пример: 

�
cos 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑧𝑧
(𝑧𝑧 − 𝑖𝑖)3

 
|𝑧𝑧|=10

=  
2𝜋𝜋𝜋𝜋
2!

 (cos 𝑧𝑧)′′ �
𝑧𝑧=𝑖𝑖

= −𝜋𝜋𝜋𝜋 cos 𝑖𝑖 = −𝜋𝜋𝜋𝜋 ch 1. 



Ряд Тейлора 

Теорема Тейлора: для функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧), аналитической в области 𝐺𝐺, и любой точки 𝑧𝑧 в круге 
{𝑧𝑧 ∶ |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| < 𝑟𝑟} ⊂ 𝐺𝐺 имеем ряд Тейлора 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = �  
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)

𝑛𝑛!
 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

. 

Доказательство: для окружности 𝛾𝛾 = {𝜉𝜉 ∶ |𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0| = 𝑟𝑟} по интегральной формуле Коши 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 
𝛾𝛾

, 

разложим подынтегральную функцию в ряд 

 
𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 =  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0) − (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)  =  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 ⋅  
1

1 −  𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 
 =  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 �� 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 �
𝑛𝑛+∞

𝑛𝑛=0

= �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  
+∞

𝑛𝑛=0

, 

этот степенной ряд равномерно сходится, так как мажорируется геометрической прогрессией 

� 
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  � ≤ max
𝜉𝜉∈𝛾𝛾

|𝑓𝑓(𝜉𝜉)| ⋅  
|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0|𝑛𝑛

𝑟𝑟𝑛𝑛+1
 , 

поэтому можно почленно проинтегрировать 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 ��  

𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  
+∞

𝑛𝑛=0

𝑑𝑑𝜉𝜉
𝛾𝛾

= �� 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 

𝛾𝛾
� (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

= �  
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)

𝑛𝑛!
 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

   □ 



Неравенства Коши и теорема Лиувилля 

Для коэффициентов ряда Тейлора 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = �  
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)

𝑛𝑛!
 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

, 

имеем  |𝑎𝑎𝑛𝑛| = � 
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)

𝑛𝑛!
 � = � 

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

 �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 
𝛾𝛾

� ≤  
1

|2𝜋𝜋𝜋𝜋|
 ⋅ sup

𝜉𝜉∈𝛾𝛾
� 

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 � ⋅ 2𝜋𝜋𝜋𝜋, 

откуда следуют неравенства Коши: 

|𝑎𝑎𝑛𝑛| ≤  
𝑀𝑀(𝑟𝑟)
𝑟𝑟𝑛𝑛

 , 

где  𝑀𝑀(𝑟𝑟) = sup
𝜉𝜉∈𝛾𝛾

|𝑓𝑓(𝜉𝜉)|  и  𝑟𝑟 – радиус окружности 𝛾𝛾. 

Теорема Лиувилля: если функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) аналитическая и ограниченная на всей 
комплексной плоскости, то она постоянна. 
Доказательство: если |𝑓𝑓(𝑧𝑧)| ≤ 𝑀𝑀 для любых 𝑧𝑧 ∈ ℂ, то в неравенствах Коши 
|𝑎𝑎𝑛𝑛| ≤  𝑀𝑀

𝑟𝑟𝑛𝑛
  числитель не зависит от 𝑟𝑟, а знаменатель можно выбрать сколь 

угодно большим, поэтому все 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 0 для 𝑛𝑛 ≥ 1 и 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝑎𝑎0   □ 



Пример разложения функции в ряд Тейлора 

Пример: разложим функцию 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = ln(1 + 𝑧𝑧) в ряд Тейлора с центром в 
точке 𝑧𝑧0 = 0, 
находим  𝑓𝑓(0) = ln 1 = 0, 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  
1

1 + 𝑧𝑧
, 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) =  

−1
(1 + 𝑧𝑧)2 , 𝑓𝑓′′′(𝑥𝑥) =  

2
(1 + 𝑧𝑧)3 , … , 

𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑥𝑥) =  
(−1)𝑛𝑛−1(𝑛𝑛 − 1)!

(1 + 𝑧𝑧)𝑛𝑛  , 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(0) = (−1)𝑛𝑛−1(𝑛𝑛 − 1)!, 

ln(1 + 𝑧𝑧) = �  
𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑧𝑧0)

𝑛𝑛!
 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

= �  
(−1)𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
 𝑧𝑧𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=1

, 

этот ряд сходится в круге |𝑧𝑧| < 1, так как значение ln 0 не определено. 



Ряд Лорана 

Пусть функция 𝑓𝑓(𝑧𝑧) аналитична в кольце 𝐷𝐷∗ = {𝑧𝑧 ∶ 𝑟𝑟∗ < |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| < 𝑅𝑅∗}. 
Выберем точку 𝑧𝑧 ∈ 𝐷𝐷∗ и числа 𝑟𝑟 и 𝑅𝑅 так, чтобы 𝑟𝑟∗ < 𝑟𝑟 < |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| < 𝑅𝑅 < 𝑅𝑅∗ и рассмотрим окружности 

Γ1 = {𝑧𝑧 ∶ |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| = 𝑟𝑟}, Γ2 = {𝑧𝑧 ∶ |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0| = 𝑅𝑅}, 𝛾𝛾 = {𝜉𝜉 ∶ |𝜉𝜉 − 𝑧𝑧| = 𝜌𝜌}, 
где радиус 𝜌𝜌 достаточно мал, чтобы 𝛾𝛾 не пересекалась с Γ1 и Γ2. Тогда по интегральной формуле 
Коши и теореме Коши для многосвязной области 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 
𝛾𝛾

=  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 ��  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 
Γ2

− �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝜉𝜉
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 
Γ1

�, 

разложим подынтегральные функции в ряды, для 𝜉𝜉 ∈ Γ2 имеем |𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0| > |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0|, поэтому 

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 =  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0) − (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)  =  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 ⋅  
1

1 −  𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 
 =  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 �� 
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0

 �
𝑛𝑛+∞

𝑛𝑛=0

= �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  
+∞

𝑛𝑛=0

, 

для 𝜉𝜉 ∈ Γ1 имеем |𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0| < |𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0|, поэтому 

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧

 =  −  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0) − (𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)  = −  
𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 ⋅  
1

1 −  𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 
 = −  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 �� 
𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0
𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0

 �
𝑛𝑛+∞

𝑛𝑛=0

= −�  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  
+∞

𝑛𝑛=0

= [ 𝑚𝑚 = − 𝑛𝑛 − 1 ] = − �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑚𝑚

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑚𝑚+1  
−∞

𝑚𝑚=−1

, 

эти степенные ряды сходятся равномерно, поэтому можно почленно интегрировать 



Ряд Лорана 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �� �  

𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1  
+∞

𝑛𝑛=0

𝑑𝑑𝜉𝜉
Γ2

+ � �  
𝑓𝑓(𝜉𝜉) (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑚𝑚

(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑚𝑚+1  
−∞

𝑚𝑚=−1

𝑑𝑑𝜉𝜉
Γ1

�, 

Рядом Лорана функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧) с центром в точке 𝑧𝑧0 называется 
следующий ряд 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = � � 
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
 �  

𝑓𝑓(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝜉𝜉
(𝜉𝜉 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛+1 

Γ
� (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧0)𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=−∞

, 

где Γ – любая простая замкнутая кривая в кольце 𝐷𝐷∗, совершающая 
один оборот вокруг точки 𝑧𝑧0. 

Правильной частью ряда Лорана называется ряд, состоящий из 
слагаемых ряда Лорана с неотрицательными степенями 𝑛𝑛. 

Главной частью ряда Лорана называется ряд, состоящий из слагаемых 
ряда Лорана с отрицательными степенями 𝑛𝑛. 



Пример разложения функции в ряд Лорана 

Разложим функцию 𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  1
(𝑧𝑧−1)(𝑧𝑧−2)  в ряд Лорана по степеням 𝑧𝑧 − 2. 

Разложим  1
(𝑧𝑧−1)(𝑧𝑧−2)  на простейшие дроби: 

 
1

(𝑧𝑧 − 1)(𝑧𝑧 − 2)  =  
1

𝑧𝑧 − 2
 −  

1
𝑧𝑧 − 1

 . 

В области 0 < |𝑧𝑧 − 2| < 1 имеем 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1

𝑧𝑧 − 2
 −  

1
1 + (𝑧𝑧 − 2)  =  

1
𝑧𝑧 − 2

 −�(−1)𝑛𝑛(𝑧𝑧 − 2)𝑛𝑛
+∞

𝑛𝑛=0

= � (−1)𝑛𝑛+1(𝑧𝑧 − 2)𝑛𝑛
+∞

𝑛𝑛=−1

. 

В области |𝑧𝑧 − 2| > 1 имеем 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1

𝑧𝑧 − 2
 −  

1
𝑧𝑧 − 2 

 ⋅  
1

1 + 1
𝑧𝑧 − 2 

 =  
1

𝑧𝑧 − 2
 −  

1
𝑧𝑧 − 2 

 �  
(−1)𝑛𝑛

(𝑧𝑧 − 2)𝑛𝑛 
+∞

𝑛𝑛=0

= 

= �  
(−1)𝑛𝑛+1

(𝑧𝑧 − 2)𝑛𝑛+1 
+∞

𝑛𝑛=1

= �  
(−1)𝑛𝑛

(𝑧𝑧 − 2)𝑛𝑛 
+∞

𝑛𝑛=2

. 



Пример разложения функции в ряд Лорана 

Разложим функцию 𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  1
(𝑧𝑧−1)(𝑧𝑧−2)  =  1

𝑧𝑧−2
 −  1

𝑧𝑧−1
  в ряд Лорана по степеням 𝑧𝑧. 

В области |𝑧𝑧| < 1 имеем 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = −  
1
2

 ⋅  
1

1 −  𝑧𝑧2 
 + 

1
1 − 𝑧𝑧

 = −  
1
2

 �  
𝑧𝑧𝑛𝑛

2𝑛𝑛
 

+∞

𝑛𝑛=0

+ �𝑧𝑧𝑛𝑛
+∞

𝑛𝑛=0

= ��1 −  
1

2𝑛𝑛+1
 � 𝑧𝑧𝑛𝑛

+∞

𝑛𝑛=0

. 

В области 1 < |𝑧𝑧| < 2 имеем 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) = −  
1
2  ⋅  

1

1 −  𝑧𝑧2 
 −  

1
𝑧𝑧  ⋅  

1

1 −  1
𝑧𝑧 

 = −  
1
2 �  

𝑧𝑧𝑛𝑛

2𝑛𝑛 
+∞

𝑛𝑛=0

−  
1
𝑧𝑧  �  

1
𝑧𝑧𝑛𝑛 

+∞

𝑛𝑛=0

= �  
−1

2max{0,𝑛𝑛+1}  𝑧𝑧𝑛𝑛
+∞

𝑛𝑛=−∞

. 

В области |𝑧𝑧| > 2 имеем 

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =  
1
𝑧𝑧  ⋅  

1

1 −  2𝑧𝑧 
 −  

1
𝑧𝑧  ⋅  

1

1 −  1
𝑧𝑧 

 =  
1
𝑧𝑧  �  

2𝑛𝑛

𝑧𝑧𝑛𝑛 
+∞

𝑛𝑛=0

−  
1
𝑧𝑧  �  

1
𝑧𝑧𝑛𝑛 

+∞

𝑛𝑛=0

= �  
(2𝑛𝑛 − 1)
𝑧𝑧𝑛𝑛+1  

+∞

𝑛𝑛=0

= �  
(2𝑛𝑛 − 1)
𝑧𝑧𝑛𝑛+1  

+∞

𝑛𝑛=1

= 

= [ 𝑘𝑘 = − 𝑛𝑛 − 1 ] = � � 
1

2𝑘𝑘+1  − 1� 𝑧𝑧𝑘𝑘
−∞

𝑘𝑘=−2

. 
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