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Приведена математическая модель процесса сжатия цилиндрически-симметричной термо-
ядерной мишени. Рассматривается численный метод повышенного порядка точности, ис-
пользуемый для расчета основных физических процессов, протекающих в плазме мишени 
при наложении на неё внешнего магнитного поля.  
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The simplified one-dimensional mathematical model of the processes of compression of 
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high order that is used in the calculation of the basic physical processes occurring in the target 
plasma by applying an external magnetic field is considered. 
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1. Введение 
 Экспериментальное изучение термоядерной плазмы должно сопровождаться по-
строением многоуровневых радиационно-газодинамических вычислительных моделей, 
которые адекватно описывают процессы в активной зоне импульсного термоядерного 
реактора. Таким образом, расчетно-теоретические методы являются важным элементом в 
процессе разработки концепции магнитно-инерциального термоядерного синтеза (МИТС) 
[1-3]. Напомним, что система МИТС представляет собой импульсную термоядерную ус-
тановку, в которой цилиндрически или сферически симметричная термоядерная ми-
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шень, помещенная в затравочное (внешнее) магнитное поле, сжимается (вместе с затра-
вочным магнитным потоком) мощными лазерными пучками или всеми видами оболо-
чек, включая газовые, жидкостные и металлические ударники, плазменными лайнерами, 
образованными слиянием высокоскоростных плазменных струй, и т.д. Здесь отметим, 
что в [3] авторами даны первоначальные оценки теплофизических параметров плазмы, 
энергетических затрат на сжатие электромагнитного поля и работу вихревых токов. 
Очевидно, разрабатываемые математические модели и методы вычислительной плазмо-
динамики мишеней МИТС требуют в этом случае обязательной верификации на основе 
сравнения с надежными расчетными данными и данными физического эксперимента. 
 

2. Постановка задачи 
 В общем случае предметом исследований в МИТС являются пространственные те-
чения излучающей плазмы мишени при наличии тепломассообмена, электромагнитных 
полей и ядерных реакций. Решение данных задач предполагает использование сложных 
плазмодинамических математических моделей, описывающих процессы, протекающие в 
термоядерной плазме, а также создание высокоточных численных методов их решения, 
которые позволяют проводить адекватное численное моделирование. При этом первона-
чальное изучение основных физических закономерностей, присущих МИТС, целесооб-
разно основывать на системе упрощенных одномерных математических моделей.  
 

 2.1. Математическая модель. Произведем описание математической модели про-
цесса сжатия термоядерных мишеней МИТС для центрально-симметричной системы ко-
ординат. Математическая модель мишеней МИТС, представленная в данной работе, 
опирается на одномерные уравнения радиационной плазмодинамики: систему уравнений 
Эйлера (1), уравнение переноса собственного широкополосного излучения (2), уравне-
ние магнитной индукции (3), уравнение переноса лазерного излучения, методы расчета 
уравнений состояний вещества и коэффициентов поглощения лазерного излучения, оп-
ределяет условия возникновения и протекания самоподдерживающейся термоядерной 
реакции синтеза: 
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где t – время, r  – радиальная координата,  – плотность, u  – скорость вдоль координаты 

r , ( , )P P    – статическое давление,  – удельная внутренняя энергия, 2( / 2)E u    – 

полная энергия потока газа, ( , , )u EF F F F  – вектор источников в ортогональной сис-
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теме координат, F  – плотность потока массы, uF  – плотность потока импульса, EF  – 

плотность потока энергии, , vq q  – полный и спектральный поток излучения, eT , iT  – 

температуры электронов и ионов плазмы ( )e iT T T  , v  – спектральный коэффициент 

поглощения, rf  – электромагнитная сила, rq  – приток энергии от электромагнитного 

поля, grade e eq T  , gradi i iq T  , qлаз – поток лазерного излучения, e , i  – коэффи-

циенты теплопроводности электронов и ионов, rj  – плотность тока, ( )rH  – вектор маг-

нитной индукции, Pe – давление электронов, Pi – давление ионов, индекс  = (1, 2) – от-
вечает случаям плоской и осевой симметрии. 

 Вклад локального (термоядерного) энерговыделения e
FusQ  в электронный компо-

нент плазмы за счет передачи энергии электронам от термоядерных -частиц может 
быть определен с помощью приближенной формулы [4]:  
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где температура задается в кэВ, а плотность – в г/см3. 
 Перенос широкополосного излучения может рассматриваться с помощью много-
группового диффузионного приближения, уравнения которого выглядят следующим об-
разом [5]: 
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где ,v vq U  – спектральный поток и объемная плотность широкополосного излучения, с – 

скорость света, v  – номер частотной группы, v  – спектральный коэффициент погло-

щения, n = 0 – плоский слой, n = 1 – бесконечный одномерный цилиндр. Здесь под вели-
чиной vq  понимается радиационный поток в направлении оси r .  

 Уравнение магнитной индукции, учитывающее уравнение неразрывности для 
плотности  и закон сохранения вида div( ) 0H , записывается следующим образом [6]: 
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 Электропроводность определяется по формуле Спитцера [7] с учетом возможной 
замагниченности плазмы:  
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где ,e in n  – концентрации электронов и ионов (см–3), iz  – средний заряд ионов, e   

/ ee m c B  – гирочастота электронов, em  и Mi – массы электрона и иона соответственно.  

 Коэффициенты электронной и ионной теплопроводности λe,i в случае замагничен-
ной плазмы могут быть рассчитаны с помощью формул [8]. 
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 Параметры лазерного излучения вдоль оси r находятся на основе решения уравне-
ния переноса лазерного излучения: 

 лаз
лаз 0

dq
q

dz   .                                                                                                         (4) 

При этом коэффициент поглощения  лазерного излучения определяется с использова-
нием механизма континуального поглощения, обратного механизму тормозного излуче-
ния электронов в условиях локального термодинамического равновесия (ЛТР): 
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где λ  длина волны излучения лазера (мкм), ekT   электронная температура (кэВ), g  – 

фактор Гаунта [8,9].  
 Расчет входящих в данную систему уравнений термодинамических ( , ),  ( , )e T P T   

и оптических i(T, ) параметров рабочих сред проводился в рамках приближения ЛТР с 
использованием компьютерной системы ASTEROID, разработанной член-корр. РАН 
С.Т. Суржиковым [10,11], модели Томаса-Ферми с квантовыми и обменными поправка-
ми [12,13] и модели среднего заряда [14,15]. 
 

 2.2. Начальные условия. Расчетная область и мишень МИТС состоят из цент-
ральной части и одного коаксиального слоя. Они имеют цилиндрическую форму со сле-
дующим диапазоном значений начальных параметров мишени и окружающей среды:  

  центральная часть мишени (радиус ядра Rя = 0.05 см) заполнена D-T смесью с 

плотностью  = 510–2 г/см3 и начальной температурой равной T = 297 К. Она окружена 
коаксиальным слоем (наружный радиус Rc = 0.1 см), состоящим из металла (Al) с плот-
ностью  = 2.7 г/см3 и начальной температурой, равной 297T   К. 
  расчетная область имеет внешний радиус r = l = 0.2 см. При этом термодинами-
ческие параметры внешней разреженной окружающей среды (состоит из Ar) задаются 
значениями: T = 297 К,  = 2.710–3 г/см3. 
 Начальное значение напряженности ( )rH  “затравочного” магнитного поля в раз-

реженной окружающей среде составляет доли Тл. Спектральный поток и объемная плот-
ность широкополосного излучения ,v vq U , а также лазерный поток излучения qлаз для 

[0, ]r   в начальный момент времени 0t   равны нулю.  
 

 2.3. Граничные условия. В качестве граничных условий системы уравнений Эй-
лера (1) ставится условие симметрии (на оси симметрии), на внешней границе задаются 

невозмущающие условия на выходящий из расчетной области поток: 
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{ , , , }u v e f . 
 Краевые условия при решении уравнения магнитной индукции (3) можно описать 
следующим образом: на оси симметрии – условие симметрии, на внешней границе – 

( ) 0r r  H . 
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 Граничные условия для системы уравнений диффузионного приближения (2) мо-
гут быть сформулированы следующим образом: на внешней границе – отсутствие пада-
ющего извне излучения, на оси симметрии – условие симметрии. Расчет лазерного излу-
чения (4) вдоль оси r должен сопровождаться соответствующими граничными условия-

ми: 0 2
лаз лаз exp[ ( / ) ]

r
q q t    , лаз 0

0
r

q   ,  – полуширина лазерного импульса на по-

лувысоте. 
 

3. Вычислительный алгоритм 
 Метод численного решения одномерных уравнений плазмодинамики мишеней 
МИТС опирается на метод дробных шагов, который состоит в данном случае из двух 
шагов [16]. На первом дробном шаге учитываются газодинамические процессы (этим 
процессам соответствует “гиперболическая” часть рассматриваемой системы уравне-
ний). Процессы переноса излучения и электромагнитные процессы, протекающие в уст-
ройствах системы МИТС, рассматриваются на втором дробном шаге. 

 Отметим, что приведенные выше системы дифференциальных уравнений относи-
тельно временной переменной t  являются системами обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка, которые могут быть разрешены с помощью векторного ва-
рианта многошагового метода Рунге-Кутта (в данной работе использован четырехшаго-
вый вариант метода [17], который обладает 4-м порядком аппроксимации по времени t ).  
 На первом дробном шаге используется дивергентная форма уравнений Эйлера. 
Здесь (для временного дробного шага [ , 2]t t t t  ) применяется нелинейная квазимо-

нотонная компактно-полиномиальная разностная схема повышенного порядка точности: 
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 Газодинамические параметры 1,n n
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время как потоки 1 2
n

iF   необходимо определить на поверхности этих ячеек. При этом 

для повышения порядка аппроксимации разностной схемы следует “восстановить” газо-

динамические параметры , ,
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расчетных ячеек. Тогда любая реконструируемая функция ( ),[ { }],  Y x x     

[ / 2, / 2],     представляется кусочно-полиномиальными распределениями вида (в 

этом случае используется нелинейная квазимонотонная компактно-полиномиальная раз-
ностная схема повышенного порядка точности): 
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где ( )Y  является функцией лимитером [18]: 
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где 2, 1, 1, 2k i i i i     .  

 Функция ( )Y x  удовлетворяет условиям гладкого сопряжения: 
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
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, 

и консервативности: 

 
/2

/2

1
( ) ( )n

i iY d Y






 

   
  . 

 Указанные выше условия гладкого сопряжения можно сформулировать в виде сис-
темы линейных алгебраических уравнений: 

 i iA Z F ,     , , , ,i i i i i ia b c d e
Z ,    i F  1 2 3 4 5, , , ,F F F F F


, 
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           

, 

 
  22

5 23! 2
i

i

Y Y
F     

         
. 

 При этом матрица A  фиксирована, а значит, фиксирована обратная матрица 1A  и 
может быть найдена до проведения основных расчетов.  
 Входящие в кусочно-полиномиальные распределения ( )Y   пространственные про-

изводные ,( / )i jY   вычисляются следующим образом: сначала для дискретной функ-

ции iY  определим приближенное значение iF  первой частной производной по простран-

ственной переменной  с восьмым порядком точности. 
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 Для этого в каждой ячейке с номером i  для каждой восстанавливаемой величины 

,i jY  осуществляется расчет индекса немонотонности Ind( )Y :  

  
2, 1, , 1, 2,

2, 1, , , 1, 2,

1
16 30 16

12Ind
1 1

4 3 3 4
2 2

i j i j i j i j i j

i

i j i j i j i j i j i j

Y Y Y Y Y
Y

Y Y Y Y Y Y

   

   

    

         
 

, 

где величина  является малым параметром. 
 Далее найдем первую производную f  по переменной  по обычной аппрокси-

мационной формуле второго порядка точности и произведем её “монотонное ограни-
чение” на сетке 

      Ind 1 Ind 2 1 Ind
i i i

Y Y Y      ,     21 1

2
i i

i
Y Y

f O 





  


,  

        1 1 2 1 1 22 1 1 2
sign( ) min Ind , Ind , , Ind , Indi i i i i i i ii i i i

f Y Y Y f Y f f Y f Y f          , 

где   – шаг пространственной сетки в направлении . Тогда приближенное “моно-
тонизованное” значение iF  первой частной производной по пространственным перемен-

ным  с ошибкой аппроксимации на уровне 
6

8( )
2100iF O




   


 можно найти путем 

решения системы уравнений с трехдиагональной матрицей: 

  2 / 30i iQ E f    ,      1
2 / 6i i

i
F E Q

   , 

        1 1 2 1 1 1 22 1 1 2
sign( ) min Ind , Ind , , Ind , Indi i i i i i i ii i i i

F Y Y Y F Y F F Y F Y F                , 

где 0 1 1i i if f f    , 2 1 12i i i if f f f     , E  – единичный оператор. Данная формула 

является симметричной конечной разностью шестого порядка точности [19].  
 Этот способ расчета первой производной iF  используется для формирования кра-

евых условий при нахождении приближенного “монотонизованного” значения iF  пер-

вой частной производной по пространственным переменным  с ошибкой аппроксима-

ции на уровне 8 10/ / 44100 ( )iF O        . В этом случае вычисления следует прово-

дить таким образом (на основе решения системы уравнений с пятидиагональной матри-
цей) [19]: 

  25 / 42i iQ E f    ,      12
2 22 / 7 / 70i i

i

F E Q
      

 
. 

 Пространственные производные второго порядка 2 2( / )iY   вычисляются с вось-

мым порядком точности [20]. 
 Далее с помощью реконструируемой функции ( )Y   “восстанавливаются” газо-

динамические параметры , ,
1 2 ,R L R L

iiY Y  “справа” (индекс – R) и “слева” (индекс – L) от гра-
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ниц расчетных ячеек. Затем проводится “антидиффузионная” коррекция “восстанавли-

ваемых”  параметров ( )Y   на краях ячейки , ,
1 2 ,R L R L

iiY Y  [21]. 

 Из теории аппроксимации функций ( )Y   усеченным рядом Тейлора известно [22], 

что в окрестности разрывов исходной функции ( )Y   (и в областях больших градиентов 

решения) возникают осцилляции интерполируемой функции. Однако функцию ( )Y   

можно разложить в ряд более общего вида (в ряд Лагранжа-Бюрмана [23,24]) по степе-

ням некоторой функции  if   . При этом имеется возможность подобрать функцию 

( )f   так, чтобы уменьшить амплитуду паразитических осцилляций численного решения 

в области 1i  .  

 Пусть главная часть реконструируемой функции  ( ), { } ,Y x x    [ / 2, / 2],     

разложена в ряд по степеням функции (такой вид функции ( )f x  адекватно описывает 

поведение функции ( )Y   вблизи разрывов первого рода) ( ) th(( / )( )),if x          

  4 Ind( ) 6 1 Ind( )Y Y       с помощью разложения Лагранжа-Бюрмана [25,26]. Тогда 

реконструируемая функция ( )Y   может быть записана в виде 
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 
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        
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i i ii i

Y f Y f f
p

                                   
, 

где 1p , 2p  ‒ первые коэффициенты разложения функции ( )Y   в усеченный ряд Лагран-

жа-Бюрмана [23,24]. Отметим также [25], что при условии ( )f     коэффициенты 

1 2,p p  переходят в коэффициенты обычного ряда Тейлора. 

 Как и прежде, для реконструируемой функции ( )Y   условия гладкого сопряжения 

и баланса можно сформулировать в виде системы линейных алгебраических уравнений 
(отметим, что матрица A  при этом остается неизменной): 
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. 

 Из приведенных соотношений видно, что в нелинейной квазимонотонной ком-
пактно-полиномиальной разностной схеме “восстанавливаемое” внутри расчетной ячей-

ки / 2, / 2 ,         распределение ( )Y   газодинамических параметров опирается на 

полином 7-й степени, причем главная (“негладкая”) его часть вблизи разрывов выделя-
ется отдельным способом (на основе разложения Лагранжа-Бюрмана) и находится с ис-
пользованием компактных разностей восьмого порядка точности [19,20] (первые 

 /
i

Y   и вторые производные 2 2( / )iY  ). 

 Численное решение уравнения диффузии магнитного поля и уравнения теплопро-
водности проводилось с помощью компактной разностной схемы повышенного порядка 
точности [26]. Метод расчета переноса широкополосного излучения рассматривается на 
основе многогруппового диффузионного приближения [5]. Шаг по времени t , необхо-
димый для интегрирования приведенной выше компактно-полиномиальной разностной 
схемы выбирается из условия выполнения критерия устойчивости Куранта-Фридрихса-
Леви. 
 
4. Результаты и обсуждение 

 Для обоснованного количественного анализа физических процессов, которые мо-
гут протекать в плазме мишени МИТС, необходимо осуществить верификацию предло-
женной математической модели и численных методов с помощью решения ряда тесто-
вых (модельных) задач. 
 Конвективная часть компьютерной модели мишеней МИТС тестировалась на одно-
мерном варианте задачи Римана о распаде неустойчивого разрыва заданной конфигу-
рации. Сопоставление точного и приближенного решения показало, что отличие состав-
ляет не более процента [27]. В качестве дополнительных тестовых верификационных 
расчетов рассматривается обтекание потоком воздухом клина, сопряженного с пласти-
ной (рис.1а), а также конуса (рис.1б), сопряженного с цилиндром со следующими пара-
метрами набегающего потока: давление P=2060

 

Па, скорость V=1860 м/c, температура 
Т=223 К, число Маха 6M  . Из [28] (для 6M   и угла отклонения клина от плоско-

сти симметрии 8.7   ) следует, что угол наклона β ударной волны составляет величину 
16    (в расчете 15.91   , см. рис.1а). На рис.1б показаны аналогичные результаты, 

полученные при обтекании воздушным потоком конуса, сопряженного с цилиндром. При 
этом из [28] (при 6M   и 8.7   ) следует, что угол наклона ударной волны равен 

12.9   . Данный результат также находится в хорошем соответствии с выполненным 

расчетом (в расчете 12.85   , см. рис.1б). 

 “Тепловая” часть модели тестировалась на некоторых задачах, допускающих точ-
ные аналитические решения: прогрев сплошной среды [6], заполняющей плоское полу-
ограниченное пространство r >0 потоком тепла, через левую неподвижную границу r =0. 
 Группа расчетов, представленных в работе, проведена для случая воздействия им-
пульсов лазерного (Nd–лазер) излучения с плотностью потока излучения на уровне 
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12 14
лаз 1 10 1 10q      [Вт/см2]. Приведем краткое описание полученных результатов, 

графическое представление которых показано на рис.2-5. Эти результаты отвечают сле-

дующим параметрам математической модели: 0e
FusQ  , плотность потока лазерного из-

лучения 14
лаз 2 10q    [Вт/см2], полуширина лазерного импульса 10   [нс]. 

 

   

а)                                                                                        б) 
 

Рис.1. Пространственное распределение температуры. а) клин, сопряженный с пластиной; 
б) конус, сопряженный с цилиндром. 

 

 Из проведенных расчетов следует, что процесс лазерного сжатия мишени МИТС, 
находящейся во внешнем магнитном поле относительно времени t, можно условно пред-
ставить в виде трех стадий: "начальная" стадия сжатия мишени МИТС, стадия "схлопы-
вания" мишени МИТС и стадия "разлета" плазменного образования. 
 На рис.2,3 приведены распределения статического P и магнитного Pмаг давления, 
плотности ρ и потока лазерного излучения qлаз, которые соответствуют первой “началь-
ной” стадии (t = 2.14 нс) сжатия мишени МИТС, которая находится во внешнем магнит-
ном поле. Эта стадия соответствует автономному распространению в материале мишени 
МИТС системы двух ударных волн, которые возникают из-за джоулева энерговыделе-
ния и поглощения энергии лазерного излучения в плазме вещества внешнего коаксиаль-
ного слоя мишени (рис.3). 
 Графики, показанные на рис.4, соответствуют стадии "схлопывания" мишени 
МИТС. Плазмодинамические параметры этой стадии определяются отраженной от оси 
симметрии ударной волной, которая движется в сторону внешней границы расчетной 
области. На этой стадии большая часть объема плазменного образования располагается 
вблизи начала координат. При этом максимальные значения давления и температуры 
плазмы мишени МИТС наблюдаются около оси симметрии системы мишень-камера ре-
актора (рис.4). 
 На рис.5 показаны распределения магнитного давления Pмаг и суммарного потока  
q собственного излучения плазменного образования. Эти распределения соответствуют 
стадии разлета плазменного образования (t = 8.5 нс). 
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Рис.2. Пространственное распределение давления P и плотности  на момент времени t=2.14 нс. 
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Рис.3. Пространственное распределение магнитного давления Pмаг и потока лазерного 

излучения qлаз на момент времени t = 2.14 нс. 

P [атм] 

 
  

T [кК] 

0.05 0.1 0.15 0.2
0

5000

10000

15000

20000

25000

 
 

Рис.4. Пространственное распределение давления P и температуры Т на момент 
времени t = 5.66 нс. 
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Рис.5. Пространственное распределение магнитного давления Pмаг и суммарного потока 
собственного излучения плазмы q на момент времени t = 8.5 нс. 
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