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Описание термодинамических свойств плазмы в приближениях Саха  
и Томаса–Ферми 
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В работе выполнено сравнение зависимостей давления P, удельной внутренней энергии E, 

удельной энтропии S и степени ионизации Z  от температуры T для плазмы смеси 
углекислого газа и ксенона, полученных на основе моделей ионизационного равновесия Саха и 
Томаса–Ферми в области их совместной применимости: 104 < Т < 106 К, 10-7 < ρ < 10-1 г/см3.  
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Введение 
 

Математическое моделирование взаимодей-
ствия мощного лазерного излучения с плазмой 
замагниченной мишени должно учитывать расчет 
уравнений состояний вещества, электромагнитные 
процессы, протекающие в плазменных астрофизи-
ческих объектах, термоядерной плазме и области 
её окружающей, перенос широкополосного и ла-
зерного излучения, расчет термодинамических и 
транспортных свойств плазмы, состоящей из сме-
си веществ, в широком диапазоне температур и 
плотностей. Важной спецификой данной задачи 
является влияние магнитного поля (в процессе 
сжатия мишени оно может достигать величин по-
рядка 104 Тл [1, 2]) на физические процессы, про-
текающие в плазме мишени. Выполненные авто-
рами работы оценки [3—6] показали, что 
магнитное поле с такой индукцией оказывает 
влияние только на транспортные свойства плазмы, 
но не изменяет вид внутренних оболочек атомов и 
ионов. 

Для описания термодинамических свойств 
плазмы в области высоких температур и плотно-
стей (температуры Т > 105 К, плотности порядка 
плотности твердого тела и выше) обычно приме-
няется модель Томаса-Ферми [7—11]. Для более 
низких  температур и плотностей используется мо- 
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дель ионизационного равновесия (модель Саха) 
[12—14]. 

Переходная область термодинамических па-
раметров 104 К < Т < 106 К, 10-7 < ρ < 10-1 г/см3 
описывается как моделью Саха, так и моделью 
Томаса–Ферми [7, 8, 14]. При этом известно, что 
вещество при указанных параметрах удовлетворя-
ет условиям локального термодинамического рав-
новесия [7, 8]. Поиск области количественной 
близости (области совместной применимости) мо-
делей Саха и Томаса–Ферми для более простого 
случая индивидуальных веществ (фтора, азота и 
кислорода) проведен в [15].  

В данной работе поиск области совместной 
применимости проводится для смеси веществ: 50  % 
углекислого газа (CO2) и 50 % ксенона (Xe). Для 
этой цели с помощью обеих моделей выполнены 
расчеты и проведено сравнение полного давления P, 
удельной внутренней энергии E, удельной энтро-

пии S и степени ионизации eZ n n .  
 
 

Модель ионизационного равновесия 
 

В модели ионизационного равновесия Саха 
предполагается достаточная разреженность иссле-
дуемого газа, а также возможность применимости 
статистики Больцмана к системе "связанных" 
электронов [7]. Будем считать также, что энерге-
тические затраты на излучение не сказываются 
заметно на состоянии ионизационного равновесия. 

Для расчета состава однокомпонентной 

плазмы и определения степени ионизации Z  ре-
шается система уравнений Саха–Эккерта (1) с уче-
том неидеальности (3), условий нормировки и ква-
зинейтральности (4): 
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где nm+1, nm — концентрация ионов с зарядом m+1 
и m соответственно; m, m+1 — статистические 
суммы; me — масса электрона; h — постоянная 
Планка; I*

m+1, Im+1 — энергия ионизации с кулонов-
ской поправкой и без неё; Zm+1 = m+1 — заряд ио-
на; rD — радиус Дебая, gzi — статистические веса 
энергетических состояний. 

При этом согласно [7, 14], производится "об-
резание" статистических сумм атомов и ионов (2), 
т. е. предлагается проводить расчет этих статсумм 
до уровня с энергией ионизации, не превышаю- 
щей kT. Отметим, что использованный в работе 
способ обрезания статистических сумм не приво-
дит к заметным погрешностям в определении со-
става плазмы в диапазоне изменения параметров 
104 К < Т < 106 К, 10-7 < ρ < 10-1 г/см3.  

Для определения степени ионизации удобно 
воспользоваться компенсированной моделью ио-
низационного равновесия [13], в которой сниже-
ние потенциала ионизации 1mI   (поправка на не-

идеальность, вызванная взаимодействием частиц 
плазмы) компенсируется поправкой 1mI  , свя-

занной с обрезанием статсумм. Главным преиму-
ществом данного подхода является простота чис-
ленной реализации. Степень ионизации в таком 
методе находится на основе численного метода 
половинного деления [12, 13]. Для этого система 
уравнений Саха формулируется в виде одного 
уравнения χe = f(χe). Здесь χe — относительная 
концентрация электронов, f(χe) — некая функция 
от χe. 

Полное (электронное Pe и ионное Pi) давле-
ние ионизованного газа вычисляется как сумма 
парциальных давлений атомов и электронов [7]: 

 

(1 )e iP P P N Z kT     ,                   (5) 
 

где N — число атомов; ρ — плотность ионизован-
ного газа; k — постоянная Больцмана; T — темпе-
ратура. 

Удельная внутренняя энергия ионизованно-
го газа представляется как сумма внутренних 
энергий атомов и электронов с учетом энергии 
ионизации и электронного возбуждения [7]: 

 

3
(1 )
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где Qm — энергия, отрыва от атома m электронов; 
αm — концентрация ионов с зарядом, равным m; 
Wm — энергия электронного возбуждения. 

Область применимости модели Саха  
ограничивается проявлением эффектов сильной 
неидеальности плазмы при высоких плотностях  
(ρ ~ 10-1 г/см3) и низких температурах (T ~ 104 К), а 
также эффектами нарушения локального ионии- 
зационного равновесия при низких плотностях  
(ρ ~ 10-7 г/см3) и достаточно высоких температурах 
(T ≤ 106 К) [7, 14]. Критерием, определяющим сте-
пень неидеальности плазмы, является условие ма-
лости энергии кулоновского взаимодействия за-
ряженных частиц по сравнению с их кинетической 
энергией, что совпадает c условием применимости 
дебаевского приближения — число заряженных 
частиц в сфере радиуса rD должно быть достаточ-
но велико [7, 14]: 

 

3
0

4
( ) 1
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Квантово-статистическая модель 
 

Модель Томаса–Ферми имеет следующие 
предположения физической постановки [3, 7, 8]: 
плазма рассматривается как система атомных яче-
ек сферической формы. В модели газ считается 
состоящим из ядер и электронов. Ядра подчиня-
ются статистике Больцмана и вносят свой вклад в 
уравнения состояния. Электроны рассматриваются 
как газ, находящийся в самосогласованном элек-
тростатическом поле. Электроны подчиняются 
статистике Ферми–Дирака. 

Рассматривается смесь из N компонент при 
заданной температуре θ = kБ·T (kБ — постоянная 
Больцмана) и средней плотности ρ. Вещество рас-
сматриваем как сумму сферических атомных ячеек 
радиусов r0i, состоящих из ядер (подчиняющихся 
статистике Больцмана) и электронов (подчиняю-
щихся статистике Ферми-Дирака). В условиях 
термодинамического равновесия систем их хими-
ческие потенциалы μi должны быть равны. 

Вычисление потенциала Томаса-Ферми для 
различных ячеек смеси сводится к решению сис-
темы нелинейных дифференциальных уравнений 
2-го порядка с соответствующими граничными 
условиями [8]: 

 

2

1/22
( ) , ( 1,2,... )i

i i
d

x a xI i N
xdx

    
 

,      (8) 

 

0 1

(0) , (1)i i i
i i i

i x

Z d

r dx 

 
      

 
,       (9) 



Прикладная физика, 2015, № 2 
 

34 

Здесь 
0

( ) ( )
, ,i i i

i

x V rr
x

r x

  
 


               (10) 

 
1

32
0 0

4 2
, 1,388 i

i i i
i

A
a r r

 
     

,          (11) 

 

1

2

1/2 0
( )

1 exp( )

y dy
I x

y x


   — функция Ферми–

Дирака, 2 /y p  , Ai, Zi — атомный вес и атом-
ный номер i-ой компоненты. Радиусы r0i и связан-
ные с ними парциальные плотности ρi в ходе по-
лучения решения подбираются таким образом, 
чтобы удовлетворять следующим соотношениям: 
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Методика вычисления давления, удельной 
внутренней энергии и удельной энтропии одного 
вещества описана в работах [8, 11, 15]. Для смеси 
вклад ионов рассчитывается так же, как и в случае 

одного вещества, но со средним зарядовым Z  и 

массовым A  числами. Здесь i i
i

Z x Z  , 

i i
i

A x A  ; xi, Zi, Ai — числовая доля, заряд и 

атомный вес i-ого вещества. При расчете вклада 
электронов парциальные плотности ρi подбирают-
ся таким образом, чтобы удовлетворить условиям 
(12).Термодинамические функции электронной 
компоненты смеси находятся суммированием зна-
чений для каждого элемента по алгоритмам для 
одного вещества (при этом используются парци-
альные плотности ρi), причём к каждому такому 
значению добавляется весовой коэффициент 

i i im x A A  , соответствующий массовой доле.  
Область применимости модели Томаса–

Ферми определяется, в основном, двумя фактора-
ми: параметром вырождения и параметром неиде-
альности. Принято считать [7—11], что плазма 
будет являться вырожденной и неидеальной, если 
Г > 1 и ξ > 1. Кроме этого, следует отметить, что 
данная модель работает тогда, когда малы кванто-
вые и обменные поправки к ней [11]: модель То-
маса–Ферми начинает давать удовлетворительные 
результаты при любых концентрациях частиц, на-
чиная с температуры Т > 3·104 К.  

Параметр вырождения определяется как 
число частиц в сфере радиуса длины волны де 
Бройля для электрона 

 

3
e en   ,                              (13) 

где  1 22 2e eh m T    — длина волны де Бройля 

для электрона. Параметр неидеальности, который 
определяется как отношение энергии кулоновско-
го взаимодействия электронов к их кинетической 
энергии, выражается в виде 
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e
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e n

E
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где ne , Ek — концентрация и кинетическая энергия 
электронов. Если электроны подчиняются стати-
стике Больцмана, то Ek ~ T. Для вырожденного 

электронного газа 2 2/3~ / (2 )k e eE n m . 

В данной работе рассматриваются плазма в 
следующем диапазоне термодинамических пара-
метров: 104  < Т < 106  К, 10-7 < ρ < 10-1 г/см3. Оцен-
ки показывают, что для данного диапазона пара-
метров плазма является вырожденной и 
неидеальной, т. е. при малых плотностях и темпе-
ратурах параметры Г > 1 и ξ > 1. В таком диапазо-
не параметров модель ионизационного равновесия 
Саха приводит к большим ошибкам, но при этом 
применение квантово-статистической конечно-
температурной модели Томаса–Ферми оправдано. 

 
 

Результаты расчета 
 

На рисунках ниже приведены результаты 
расчетов, которые выполнены с использованием 
моделей Саха и Томаса–Ферми. На рисунках пока-
заны графические зависимости давления и удель-
ной внутренней энергии от температуры и плотно-
сти для смеси CO2+Xe (рис. 1 и рис. 2). Также 
приведены зависимости от температуры относи-
тельной погрешности  результатов расчета дав-
ления, удельной внутренней энергии и энтропии, а 
также степени ионизации (рис. 3). При этом под 
относительной погрешностью  результатов рас-
четов, выполненных с помощью модели Саха  
и Томаса–Ферми, понимается следующее выра- 
жение: 

 

 0,5
ТФ Саха

ТФ Саха

P P

P P


 

 
, %,                   (15) 

 

где PТФ, PСаха — значение одного из четырех пара-

метров ( Z , P, E, S), определяемых на основе мо-
делей Томаса–Ферми и Саха соответственно. 

Расчет по модели Томаса–Ферми выполнен 
авторами в [3, 6, 15], значения степени ионизации 
и термодинамические функции по модели Саха 
взяты из таблиц [16]. 
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 50 % СО2 + 50 % Хе 

 
 

Рис. 1. Давление смеси CO2+Xe в зависимости от темпе-
ратуры, рассчитанное по моделям Саха и Томаса–Ферми. 
Цифрами на графиках обозначена средняя плотность сме-
си в г/см3 

 
 

 50 % СО2 + 50 % Хе 

 
 

Рис. 2. Зависимость удельной внутренней энергии от тем-
пературы при разных плотностях смеси 

 
 

 50 % СО2 + 50 % Хе 

 
 

Рис. 3. Относительная погрешность  результатов рас-
чета по моделям Саха и Томаса–Ферми в зависимости от 
температуры для смеси CO2+Xe при средней плотности 
7,3·10-2 г/см3 

 
Из рисунков следует, что при температурах 

104—5·104 К наблюдается значительная (на поря-
док величины) разница между результатами рас-
чета по моделям Томаса–Ферми и Саха. Эта раз-
ница объясняется тем, что термодинамические 
параметры, полученные по модели Томаса–
Ферми, имеют заметную ошибку в данном диапа-
зоне температур [7—11]. При этом в области тем-
ператур Т ~ 105 К обе модели показывают качест-
венно сходные результаты, однако величина 
относительной погрешности  незначительно воз-
растает при Т ~ 106 К. 

 

Заключение 
 

Для смеси 50 % CO2 и 50 % Xe на основе ре-
зультатов проведенных расчетов выполнен поиск 
области совместной применимости моделей Саха 
и Томаса–Ферми. Установлено, что при темпера-
туре Т ~ 105 К обе модели показывают сходные 
результаты, однако при низких температурах на-
блюдается значительное расхождение в результа-
тах, объясняемое попаданием модели Томаса–
Ферми в область своей плохой применимости. 
Большие относительные погрешности результатов 
расчета внутренней энергии и энтропии могут 
объясняться следующими обстоятельствами: во-
первых, особенностью численной реализации ме-
тода Томаса–Ферми — внутренняя энергия и эн-
тропия определяются с меньшей точностью, чем 
давление и степень ионизации; во-вторых, табли-
цы [16] обеспечивают высокую точность (в срав-
нении с экспериментальными данными) только 
для области слабо неидеальной плазмы, в которую 
рассматриваемая смесь практически не попадает; 
в-третьих, в модели Саха учитывались энергии 
возбуждения только первых четырех уровней ка-
ждого иона, а также не учитывалась энергии испа-
рения и полной диссоциации молекул. При этом 
точность модели Томаса–Ферми увеличивается с 
ростом температуры, поскольку квантовые и об-
менные поправки к данной модели обратно про-
порциональны температуре [8]. Поэтому увеличе-
ние относительной погрешности в диапазоне 
3105—106 К [17], вероятно, связано со снижением 
точности модели Саха, которая подходит к грани-
це своей применимости. 
 

_________________ 
 

Работа выполнена в рамках проектной час-
ти государственного задания в сфере научной 
деятельности Министерства образования и науки 
Российской Федерации № 13.79.2014/K. 
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