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ВВЕДЕНИЕ

Существующие и проектируемые энергетиче�
ские системы, которые характеризуются высокой
плотностью энергии, в частности, установки маг�
нитно�инерциального термоядерного синтеза
могут использоваться для широкого круга задач:
как источники частиц для уничтожения радиоак�
тивных отходов и медицинского применения, как
составная часть реактора синтез�деление, для ма�
териаловедческих экспериментов [1–5]. Важной
особенностью этих систем является сверхвысокое
магнитное поле (~104 Тл в момент максимального
сжатия мишени) [6, 7].

Важными условиями работы энергетических
установок, в которых для воздействия на термо�
ядерную мишень применяются мощные плазмен�
ные источники, излучение рентгеновского диа�
пазона спектра и магнитоускоренные потоки
плотной плазмы, являются изоляция и удержание
плазмы в центральной области установки, стаби�
лизация возможных плазменных неустойчиво�
стей, быстро нарастающих с течением времени. 

При этом физические свойства высокотемпе�
ратурной плазмы этих установок определяются, в
том числе, уравнением состояния вещества, транс�
портными и оптическими свойствами неидеаль�
ной плазмы. Таким образом, возникает необходи�
мость в рассмотрении плазмодинамических про�
цессов в совокупности с уравнениями состояния

вещества на различных стадиях сжатия мишени, в
том числе и при большой плотности (сжатие ми�
шени инерциального термоядерного синтеза), т.е.
для широкого диапазона плотностей и темпера�
тур (температуры от нескольких тысяч до ста мил�
лионов градусов Кельвина, плотности от харак�
терных значений для газов до 104 г/см3) [1–5].

Существует проблема построения широкодиа�
пазонных уравнений состояния вещества. В дан�
ной работе эта проблема решается простейшим
способом: термодинамические функции получа�
ют на основе модели ионизационного равновесия
(модели Саха) [8–10] и квантово�статистической
модели (модели Томаса–Ферми) [9–18]. На гра�
ницах применимости этих моделей предлагается
выполнять “сшивку” термодинамических функ�
ций. Данные модели являются сравнительно про�
стыми и удобными для “сшивки”, так как каждая
из них продолжает давать качественно разумные
результаты далеко за границами своей области
применимости [10].

Под уравнением состояния вещества мы будем
понимать функциональную зависимость от тем�
пературы T и плотности ρ следующих термодина�
мических величин: давления P(T, ρ), удельной
внутренней энергии E(T, ρ), удельной энтропии
S(T, ρ). 

В работах [9, 19–22] выполнена физическая и
математическая постановка задачи об определении
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степени ионизации и термодинамических функ�
ций неидеальной плазмы средствами моделей Саха
и Томаса−Ферми. Авторами работ [9, 19–22] разра�
ботан вычислительный код ТЕРМАГ (определе�
ние ТЕРмодинамических свойств смеси веществ
в МАГнитном поле на основе модели Томаса−
Ферми) [24], который дает достоверные результа�
ты при температурах больше 105 K [9, 22]. Заме�
тим, что квантовые и обменные поправки позво�
ляют расширить область применимости данной
модели до температур (2–4.5) ⋅ 104 K при любых
плотностях [22]. Модель Саха можно использовать
в дополнение к модели Томаса−Ферми для расши�
рения границ применимости последней в области
низких температур и плотностей. В свою очередь
границы применимости модели Саха обусловлены
проявлением эффектов сильной неидеальности
плазмы со стороны плотностей ρ ~ 10–3 г/см3 и
температур T ~ 104 K, а также эффектов наруше�
ния локального ионизационного равновесия при
плотностях ρ ~ 10–7 г/см3 и температурах T ≤ 105 K
[25], что не позволяет использовать только ее для
описания термодинамики ионизованных газов.
Однако границы применимости модели Саха
можно расширить в сторону больших плотно�
стей, учитывая поправки на неидеальность плаз�
мы [10].

Ранее [21–24] было проанализировано пове�
дение моделей Саха и Томаса−Ферми в переход�
ной области параметров 104 K < Т < 106 K, 10–7 <
< ρ < 10–1 г/см3 [23, 24]. Установлено, что при тем�
пературе Т ~ 105 K обе модели показывают сходные
результаты, однако при низких температурах на�
блюдается значительное расхождение в результа�
тах. Это объясняется попаданием модели Тома�
са–Ферми в область своей плохой применимо�
сти, а увеличение относительной погрешности в
диапазоне 3 ⋅ 105–106 K связано со снижением точ�
ности модели Саха, которая подходит к границе
своей применимости [25]. 

Отметим, что в работе [10] область примени�
мости модели Томаса−Ферми определялась по
амплитуде колебаний ионных остовов. При до�
стижении амплитудой радиуса атомной ячейки
данная модель теряет свою применимость. В то
же время граница применимости модели Саха
следующая: суммарный объем ионных остовов v*
должен быть существенно (в 10–100 раз) меньше
полного объема v атомной ячейки.

МОДЕЛЬ САХА 

Для расчета состава однокомпонентной плаз�

мы и определения степени ионизации  решается
система уравнений Саха–Больцмана (1) с учетом

Z

неидеальности (3), условий нормировки и квази�
нейтральности (4) [25]:

(1)

(2)

(3)

, (4)

где nm + 1, nm – концентрация ионов с зарядом m + 1
и m соответственно, ne – концентрация электро�
нов, Σm, Σm + 1 – статистические суммы (статсум�
мы), me – масса электрона, k – постоянная Больц�

мана, h – постоянная Планка,  Im + 1 – энергия
ионизации с кулоновской поправкой и без нее,
Z – зарядовое число (Z = 13 для алюминия), gz0,
gzi – статвес основного и возбужденного энерге�
тических состояний, соответственно, wzi – энер�
гия электронного возбуждения, ΔIm + 1 – поправка
к энергии ионизации, e – заряд электрона, rD –
радиус Дебая, n0 – концентрация атомов и ионов.

При этом производится “обрезание” статисти�
ческих сумм (2), т.е. предлагается проводить рас�
чет статсумм до уровня с энергией ионизации, не
превышающей kT [25]. 

Полное (сумма давления электронов Pe и ионов

) давление плазмы вычисляется как сумма пар�
циальных давлений атомов и электронов [9]:

(5)

где N – число атомов.

Удельная внутренняя энергия плазмы пред�
ставляется, как сумма внутренних энергий ато�
мов и электронов с учетом энергии ионизации и
электронного возбуждения:

(6)

где Qm – энергия, необходимая для того, чтобы
оторвать от атома m электронов, αm – концентра�
ция ионов с зарядом, равным m, Wm – энергия
электронного возбуждения.
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МОДЕЛЬ ТОМАСА–ФЕРМИ

В модели Томаса–Ферми плазма считается со�
стоящей из ядер и электронов. Ядра подчиняются
статистике Больцмана и вносят свой вклад в урав�
нения состояния. Электроны рассматриваются
как газ, находящийся в самосогласованном элек�
тростатическом поле V(r). Они подчиняются ста�
тистике Ферми–Дирака.

Электростатический потенциал V(r) удовле�
творяет сферически�симметричному уравнению
Пуассона [9]:

(7)

Граничные условия:

(8)

(9)

где θ = kТ, μ – химический потенциал,  =

=  – функция Ферми–Дирака, где

y = p2/θ, р – импульс электрона, Z, e – заряд ядра
и электрона соответственно, r0 – радиус атомной
ячейки.

При вычислении термодинамических функ�
ций предполагается, что потенциал Томаса–Фер�
ми рассчитан. Тогда давление электронов на гра�
нице атомной ячейки может быть вычислено, как
средний импульс, переносимый ими за единицу
времени через единицу поверхности атомной
ячейки радиуса r0 [9]:

(10)

где ϑ и ϕ – углы в сферических координатах, η =
= –μ/θ. Для нахождения полного давления ча�
стиц, находящихся в атомной ячейке, необходи�
мо учтитывать давление создаваемое ядрами. При
высоких температурах газ, состоящий из ядер,
обычно рассматривают, как идеальный газ. По�
этому для полного давления P, ГПа имеем:

(11)

Методика вычисления удельной внутренней
энергии и энтропии плазмы приведена в [9, 22]. 
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ТЕСТОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ПО МОДЕЛИ САХА

Сочетание физических, механических и хими�
ческих свойств алюминия и его сплавов опреде�
ляет широкое применение этого металла практи�
чески во всех областях техники [26]. При этом
алюминий является веществом “удобным” для
проведения расчетов на основе модели Саха: об�
ладает малым зарядовым числом Z, для него хоро�
шо выполняется приближение Рассела–Саундер�
са [8], в литературе имеются все необходимые для
нахождения уравнения состояния вещества дан�
ные (параметры энергетических уровней и энер�
гии возбуждения [27]). 

Термодинамические функции (давление, удель�
ная внутренняя энергия) и степень ионизации
плазмы алюминия в зависимости от температуры
показаны на рис. 1. Здесь также выполнено сопо�
ставление полученных с помощью расчетов резуль�
татов с известными из литературы данными [28]. 

Из приведенных графиков можно сделать вы�
вод о том, что результаты соотносятся как каче�
ственно, так и количественно. Можно выделить
две области хорошего соответствия результатов:
Т < 104 K, T ~ 105 K. Вероятной причиной несоот�
ветствия в диапазоне 104 < T < 105 является отсут�
ствие физически обоснованного скачка степени
ионизации. Различия в результатах могут быть
объяснены разными методиками обрезания стат�
сумм и снижения потенциалов ионизации и уче�
том поправок на неидеальность к термодинами�
ческим функциям [29]. 

Следует отметить, что точность данных [28] в
представленном диапазоне параметров не гаран�
тирована, поскольку отсутствуют эксперименты
по исследованию термодинамических свойств
сильно неидеальной алюминиевой плазмы и
плазмы других веществ. К тому же среди данных
имеется несколько точек с отрицательной внут�
ренней энергией [28]. Расчет термодинамических
функций при высоких температурах с помощью
модели Саха не проводился, так как при Т ~ 105 K
достаточно хорошо работает модель Томаса–
Ферми.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА ПО МОДЕЛЯМ 
САХА И ТОМАСА–ФЕРМИ

На рис. 2 представлены зависимости от темпе�
ратуры давления P, удельной внутренней энергии
E и степени ионизации  плазмы алюминия для
плотности 1 г/см3, рассчитанные авторами по мо�
делям Саха и Томаса–Ферми. Отличия между
термодинамическими функциями, рассчитанны�
ми на основе данных моделей, при температурах
Т < 106 K объясняются попаданием модели Тома�
са–Ферми в область своей плохой применимости

Z
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Рис. 1. Давление (а), удельная внутренняя энергия (б)
и степень ионизации (в) плазмы алюминия с плотно�
стью ρ = 4.47 × 10–2 г/см3 в зависимости от темпера�
туры T, рассчитанные по модели Саха. Квадратами
обозначены данные [28].
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Рис. 2. Давление (а), удельная внутренняя энергия (б)
и степень ионизации (в) плазмы алюминия с плотно�
стью 1 г/см3 в зависимости от температуры Т, рассчи�
танные по моделям Саха (сплошная линия) и Тома�
са–Ферми (пунктирная линия).
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[22–24], то есть модель Томаса–Ферми не описы�
вает ионизацию при сравнительно низких темпе�
ратурах. 

Заметим, что вне области своей применимости
модель Томаса–Ферми показывает результаты
того же порядка величины, что и модель Саха.
Как отмечено в [10], свойства моделей Саха и То�
маса–Ферми таковы, что они дают качественно
верные результаты вне области своей примени�
мости.

Из рис. 2 следует, что при температурах Т ~ 106 K
обе модели показывают количественно сходные
результаты, что позволяет говорить о возможно�
сти сшивки их результатов для построения широ�
кодиапазонного уравнения состояния вещества.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненная работа иллюстрирует результаты
расчетов давления P, удельной внутренней энер�
гии E и степени ионизации  плазмы алюминия
на основе квантово�статистической модели (моде�
ли Томаса–Ферми) и модели ионизационного рав�
новесия (модели Саха). Представленные расчеты
проведены с помощью вычислительного кода для
определения термодинамических свойств смеси
веществ в магнитном поле на основе модели Тома�
са–Ферми (вычислительного кода ТЕРМАГ) и
численного решения системы уравнений Саха–
Больцмана. Термодинамические функции при
температурах T > 106 K рассчитаны по более про�
стой модели Томаса–Ферми, так как она уже рабо�
тает хорошо при таких температурах.

Полученные данные показывают, что резуль�
таты расчетов по моделям хорошо соотносятся
при температурах Т ~ 105 K. Известно, что точ�
ность модели Томаса–Ферми увеличивается с ро�
стом температуры. Разница между результатами
расчетов при Т ~ (103–104 K) неприемлемо боль�
шая. Это связано с тем, что термодинамические
функции, полученные с помощью модели Тома�
са–Ферми, являются неточными в этом диапазо�
не температур. Приведенные результаты плани�
руется использовать для сшивки данных моделей
и построения широкодиапазонных уравнений со�
стояния вещества. 

Результаты исследования получены в рамках
выполнения государственного задания Мини�
стерством образования и науки Российской Фе�
дерации № 13.79.2014/K.
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Calculation of Thermodynamic Functions of an Aluminum Plasma 
for High'Energy'Density Systems
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Abstract—The pressure, specific internal energy, and degree of ionization of an aluminum plasma have been
calculated in a wide range of temperature. The computational code TERMAG based on the Thomas–Fermi
model has been used for the temperatures Т > 105 K. The ionization equilibrium model (Saha model) has
been used for lower temperatures. Quantitatively similar results have been obtained in the limits of applica�
bility of the Thomas–Fermi and Saha models. They can be assembled into a wide�range equation of states.

Keywords: thermodynamic functions, Thomas–Fermi model, Saha model, Saha–Boltzmann equations, alu�
minum, hot plasma, power engineering equipment, equation of state
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