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Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

Ñåìèíàð 5

Îïðåäåëåíèå 1. (ñì. KÊ ñòð. 158) Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â V . Íåíóëåâîé âåêòîð ~x ∈ V íàçûâàåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A, à ÷èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì (ñîáñòâåííûì ÷èñëîì) îïåðàòîðà A, åñëè

A~x = λ~x (1)

Çàäà÷à ÅÄ 4.129 Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðà è ÷èñëà îïåðàòîðà A~x = [~i, ~x] â
ïðîñòðàíñòâå R3.

Ðåøåíèå. Åñëè ~x = µ~i, òî A~x = [~i, ~x] = µ[~i,~i] = ~0. Ò.å ~x = µ~i (µ 6= 0) ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 0. Åñëè æå

âåêòîðû ~i è ~x íåêîëëèíåàðíû, òî [~i, ~x] 6= ~0. Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

[~i, ~x] ⊥ ~x. Â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò òàêîãî λ ∈ R, ÷òîáû [~i, ~x] = λ~x.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü: ÅÄ 4.129-4.132

Ïóñòü V èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Ïóñòü â V âûáðàí áàçèñ {~e1, ~e2, . . . , ~en}.
Ïóñòü A îáîçíà÷àåò ìàòðèöó îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå, à X � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåê-

òîðà ~x. Òîãäà ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå:

(A− λE)X = 0. (2)

Ñòîëáåö X ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ÑËÀÓ (2). Íåíóëåâûå ðåøå-

íèÿ ó òàêîé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ ñóùåñòâóþò òîãäà è òîëüêî, êîãäà ìàòðèöà A − λE
âûðîæäåííàÿ, ò.å., åñëè

det(A− λE) = 0. (3)

Îïðåäåëåíèå 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
Óðàâíåíèå χA(λ) = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì îïåðàòîðà A.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A � ýòî âåùåñòâåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ñàìîì

äåëå íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà â V . (Ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A äåëà-

åòñÿ ïî òàêîìó àëãîðèòìó:

1. Íàäî çàïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèÿ A è íàéòè åãî âåùåñòâåííûå êîð-

íè. Ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà.
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2. Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ íàéòè íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (2). Ýòè

ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà.

Çàäà÷à Ï 6. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðà-

òîðà A : R2 → R2, çàäàííîãî ìàòðèöåé

(
12 −22
11 −21

)
.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïåðàòîðà A:

χA(λ) = det

(
12− λ −22
11 −21− λ

)
= λ2 + 9λ− 10 = 0

Åãî êîðíè λ1 = −10 è λ2 = 1. Ýòî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A.

1. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = −10.
Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ1E)X =

(
22 −22
11 −11

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
E1 = (1, 1)T � ÔÑÐ ýòîãî îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Çíà÷èò, ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1 = −10, èìåþò âèä X1 = µ1(1, 1)
T ,

ãäå µ1 6= 0.

2. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = −10.
Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ2E)X =

(
11 −22
11 −22

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
E2 = (2, 1)T � ÔÑÐ ýòîãî îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Çíà÷èò, ñîáñòâåííûå âåêòîðû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 = 1, èìåþò âèä X2 = µ2(2, 1)
T , ãäå

µ2 6= 0.

Ïðèìåðû ðåøåíèé ñì. KK ñòð.163, ÅÄ ñòð. 175. Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü: ÅÄ 4.134-

4.137

Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû èç Ï

14. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îòâå-

÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Òåîðåìà 1. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó. (ñì. ÊÊ ñòð.

168)

15. Äàòü îïðåäåëåíèå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå è ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î âèäå ìàòðèöû ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè A = AT .

Îïðåäåëåíèå 4. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ

ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè (A~x, ~y) = (~x,A~y) ∀~x, ~y ∈ V .

Òåîðåìà 2. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

ñèììåòðè÷íà. Åñëè îïåðàòîð â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èìååò ñèììåòðè÷íóþ

ìàòðèöó, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì (ñì. ÊÊ ñòð. 189)
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16. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î êîðíÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñàìîñîïðÿ-

æ¼ííîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

äåéñòâèòåëüíû. (ñì. ÊÊ ñòð. 190)

17. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñîáñòâåííûõ âåêòîðàõ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-

ðà, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.

Òåîðåìà 4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, îòâå÷àþùèå ðàç-

ëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû. (ñì. ÊÊ ñòð. 192)

18. Ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà èìååò ïðîñòîé âèä.

Îïðåäåëåíèå 5. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè âñå åå ýëå-

ìåíòû âíå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0.

Òåîðåìà 5. Åñëè A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðî-

âàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A. Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà A èìååò äèàãî-

íàëüíûé âèä. (ñì. ÊÊ ñòð. 193)

Òåîðåìà 6. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè A−1 = AT .

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó ÿâëÿåòñÿ îð-

òîãîíàëüíîé. Åñëè A ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áà-

çèñå e = {~e1, ~e2, . . . , ~en} Ïóñòü e′ = {~e′1, ~e′2, . . . , ~e′n} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ1, . . . , λn (ýòè ÷èñëà

ñîâïàäàòü). Òîãäà â áàçèñå e′ ìàòðèöà îïåðàòîðà áóäåò èìåòü âèä A′ = diag{λ1, . . . , λn}
(ýòè ÷èñëà ñòîÿò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè,à âíå íåå ñòîÿò 0). Âûïîëíÿåòñÿ

A = Te→e′diag{λ1, . . . , λn}Te′→e

T.ê. ìàòðèöû ïåðåõîäà Te→e′ è Te′→e ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ëþáóþ ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = UDUT = UDU−1, (4)

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à U � îðòîãîíàëüíàÿ.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü ÅÄ 4.174,4.183

Çàäà÷à ÅÄ 4.191 Ìàòðèöó

A =

 2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5


ïðåäñòàâèòü â âèäå (4).

Ðåøåíèå.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïåðàòîðà A:

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 −2
2 5− λ −4
−2 −4 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 12λ2 − 21λ+ 10 = 0
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Êîðåíü λ1 = 1 óãàäûâàåòñÿ. Ìíîãî÷ëåí ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè

−(λ− 1)2(λ− 10) = 0.

Òîãäà λ1 = λ2 = 1 è λ3 = 10 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà. Çíà÷èò, D = diag{1, 1, 10}.

1. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = λ2 = 1.
Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ1E)X =

 1 2 −2
2 4 −4
−2 −4 4

x1x2
x3

 =

0
0
0


E1 = (−2, 1, 0)T è E2 = (2, 0, 1)T îáðàçóþò ÔÑÐ ýòîãî îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Ýòî

ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîá-

ñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = λ2 = 1. Íî âåêòîðà E1 = (−2, 1, 0)T è E2 = (2, 0, 1)T íå

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ. Ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíà-

ëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà. Ïóñòü

e′1 =
1

|E1|
E1 =

1√
5
(−2, 1, 0)T

E′2 = E2 − (e′1, E2)e
′
1 =

1

5
(2, 4, 5)T

e′2 =
1

|E′2|
E′2 =

1

3
√
5
(2, 4, 5)T .

Òîãäà e′1 è e′2 � íîðìèðîâàííûå îðòîãîíàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ1 = λ2 = 1

2. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ3 = 10.

(A− λ3E)X =

−8 2 −2
2 −5 −4
−2 −4 −5

x1x2
x3

 =

0
0
0


ÔÑÐ èìååò âèäE3 = (1, 2,−2)T (ïðîâåðüòå ýòî!). Ïóñòü e′3 =

1
|E3|E3 =

1
3(1, 2,−2)

T

� íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ò.ê. e′3 è e′1 ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñî-

îòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, òî e′3 ⊥ e′1. Àíàëîãè÷íî,
e′3 ⊥ e′2. Âåêòîðà e

′ = {e′1, e′2, e′3} îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ A. Ìàòðèöà

U = Te→e′ =

−
2√
5

2
3
√
5

1
3

1√
5

4
3
√
5

2
3

0 5
3
√
5
−2

3


ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Appendix

Êðàòíîñòü êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå �

óðàâíåíèå âèäà:

Pn(x) = 0, (5)

ãäå Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0 � ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ìíîãî÷ëåí ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâèòü â âèäå

Pn(x) = an(x− λ1)k1 . . . (x− λs)ks ,
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ãäå λ1, . . . , λs � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ×èñëà λ1, . . . , λs � êîðíè óðàâíåíèÿ (5), à ÷èñëà

k1, . . . , ks � êðàòíîñòè ýòèõ êîðíåé ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

Pn(x) âåùåñòâåííû. Òîãäà, åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ = α+ βi � êîðåíü êðàòíîñòè k,
òî åãî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî λ = α− βi � òîæå êîðåíü êðàòíîñòè k.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x2 + bx+ c = 0, b, c ∈ R

1. Åñëè D = b2− 4c > 0, òî x1 =
−b−
√
D

2 è x2 =
−b+
√
D

2 � äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ

êðàòíîñòè 1.

2. Åñëè D = b2 − 4c = 0, òî x1,2 = − b
2 � âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè 2.

3. Åñëè D = b2 − 4c < 0, òî x1 =
−b−
√
|D|i

2 è x2 =
−b+
√
|D|i

2 � äâà ñîïðÿæåííûõ

êîìïëåêñíûõ êîðíÿ êðàòíîñòè 1.

Â çàäà÷å 4.191 λ1 = λ2 = 1 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè 2,

à λ3 = 10 � êîðåíü êðàòíîñòè 1.
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