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Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó

Ñåìèíàð 6

Ï 20. Äàòü îïðåäåëåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ìàòðèöû è êàíîíè÷åñêîãî âèäà

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå 1. Êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ

âèäà:

Q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑
1≤i<j≤n

2aijxixj . (1)

Ïóñòü X = (x1, x2, . . . , xn)T . Ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

Q(x) = XTAX = (x1, . . . , xn)


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


x1. . .
xn

 ,

ãäå A = (aij) � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ò. å. aij = aji. Ìàòðèöà A � ìàòðèöà

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X � ýòî ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà â âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå V â íåêîòîðîì áàçèñå e = {~e1, ~e2, . . . , ~en}. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà � ýòî ôóíêöèÿ íà V . Çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà âåêòîðå

~x ∈ V íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå V , íî ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå áàçèñà.

Ï 21. Çàïèñàòü ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè ïå-

ðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó.

Ïóñòü Te→e′ � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e = {e1, e2, . . . , en} ê áàçèñó e′ =
{e′1, e′2, . . . , e′n}. Ïóñòü A è A′ � ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q â áàçèñàõ e è e′

ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü X � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà ~x â áàçèñå e, à X ′ � ñòîëáåö

êîîðäèíàò âåêòîðà ~x â áàçèñå e′. Ôîðìóëà ïåðåõîäà êîîðäèíàò:

X = Te→e′X
′.

T.ê. äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âåðíà ôîðìóëà

(BC)T = CTBT ,

òî

XT = X ′TT T
e→e′ .

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Q(x) = XTAX =
(
X ′TT T

e→e′
)
A
(
Te→e′X

′) = X ′T
(
T T
e→e′ATe→e′

)
X ′ = X ′TA′X ′.
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Ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïðè ïåðå-

õîäå ê íîâîìó áàçèñó:

A′ = T T
e→e′ATe→e′ . (2)

Ï 3. Â áàçèñå e1, e2 ïðîñòðàíñòâà R2 êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q çàïèñûâàåòñÿ êàê

Q(x1, x2) = x21 + x22 − 8x1x2. Íàéòè âûðàæåíèå Q(y1, y2) ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â

áàçèñå e′1 = −e1 + e2, e
′
2 = 5e1 − 6e2.

Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q â áàçèñå e = (e1, e2) èìååò âèä

A =

(
1 −4
−4 1

)
. (3)

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà e ê áàçècó e′ = (e′1, e
′
2) èìååò âèä

Te→e′ =

(
−1 5
1 −6

)
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (2) ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû â áàçèñå e = (e′1, e
′
2) èìååò âèä

A′ = T T
e→e′ATe→e′ =

(
−1 1
5 −6

)(
1 −4
−4 1

)(
−1 5
1 −6

)
=

(
10 −55
−55 301

)
. (4)

Òîãäà Q(y1, y2) = 10y21 − 110y1y2 + 301y22.

1 Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà

Ï 22. Äàòü îïðåäåëåíèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé è

íåîïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ

1. ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè Q(x) > 0 (Q(x) < 0) äëÿ

∀x ∈ V \ {0};

2. íåîòðèöàòåëüíî (íåïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííîé , åñëè Q(x) ≥ 0 (Q(x) ≤ 0)
äëÿ ∀x ∈ V ;

3. çíàêîïåðåìåííîé èëè íåîïðåäåëåííîé, åñëè ∃x1, x2 ∈ V : Q(x1) < 0 è Q(x2) > 0.

Ïîëîæèòåëüíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, îòðèöàòåëüíàÿ

ÿâëÿåòñÿ íåïîëîæèòåëüíîé. Ñì. ÊÊ ñòð. 228

Ï 23. Ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû è ñëåäñòâèÿ äëÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ è íåîïðåäåë¼ííûõ

ôîðì.

Ïóñòü ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò âèä:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 .

Óãëîâûå ìèíîðû � ýòî ìèíîðû:

∆1 = a11,∆2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , . . . ,∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Òåîðåìà 1. 1. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆n > 0. (5)

2. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

(−1)∆1 > 0, (−1)2∆2 > 0, . . . , (−1)n∆n > 0. (6)

(ñì. ÊÊ ñòð. 230)

Åñëè ïåðâûå k óãëîâûõ ìèíîðîâ íå ðàâíÿþòñÿ íóëþ, íî ïðè ýòîì íàðóøàåòñÿ ïîðÿ-

äîê çíàêîâ (5) è ïîðÿäîê çíàêîâ (6), òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîïåðåìåííàÿ. Åñëè

ó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû åñòü íóëåâîé óãëîâîé ìèíîð, òî îíà ìîæåò áûòü çíàêîïåðå-

ìåííîé, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè íåïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Íàïîìíèì, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ìîæíî ñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïî i-îé
ñòðîêå:

detA =

n∑
j=1

aijAij ;

èëè ïî j-îìó ñòîëáöó:

detA =
n∑

i=1

aijAij .

Çäåñü Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aij .

Ï 6. Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà −2x21 + 2x1x4− 3x22 + 2x2x3− 3x23− 2x24 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, îòðèöàòåëüíî
îïðåäåë¼ííîé, íåîïðåäåë¼ííîé.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

A =


−2 0 0 1
0 −3 1 0
0 1 −3 0
1 0 0 −2

 .

Íàéäåì óãëîâûå ìèíîðû:

∆1 = −2 < 0,

∆2 =

∣∣∣∣−2 0
0 −3

∣∣∣∣ = 6 > 0,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−2 0 0
0 −3 1
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = (−2)

∣∣∣∣−3 1
1 −3

∣∣∣∣ = −16 < 0,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−2 0 0 1
0 −3 1 0
0 1 −3 0
1 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
−3 1 0
1 −3 0

∣∣∣∣∣∣+ (−2)

∣∣∣∣∣∣
−2 0 0
0 −3 1
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −8 + 32 = 24 > 0.

Çíà÷èò, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü ÅÄ 4.218-4.233 (íå÷.)
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2 Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà

Îïðåäåëåíèå 3. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà êàíîíè÷åñêîãî âèäà � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà,

èìåþùàÿ âèä:

Q(x) =
n∑

i=1

αiix
2
i

Åñëè âñå αii ∈ {−1, 0, 1}, òî êàíîíè÷åñêèé âèä íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.

Äëÿ âñÿêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì îíà èìååò êàíîíè-

÷åñêèé âèä.

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, òî ëåãêî èññëåäîâàòü

åå íà îïðåäåëåííîñòü

1. åñëè âñå αii > 0 (âñå αii < 0), òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöà-

òåëüíàÿ);

2. åñëè âñå αii ≥ 0 (âñå αii ≤ 0), òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîòðèöàòåëüíàÿ (íåïîëî-
æèòåëüíàÿ);

3. åñëè ∃αii < 0 è ∃αjj > 0, òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîïðåäåëåííàÿ.

Ï 24. Ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì.

Òåîðåìà 2. Êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ó êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìû êàíîíè÷åñêîãî âèäà íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

(ñì. ÊÊ ñòð. 226)

Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîì

Ëàãðàíæà è îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðèâåäåíèå êðèâûõ

âòîðîãî ïîðÿäêà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Ñåìèíàð 7

3 Ìåòîä Ëàãðàíæà

Ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ ìîæíî êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ïðèâåñòè ê

íîðìàëüíîìó âèäó. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ñì. ÅÄ ñòð. 187 è ñì. ÊÊ ñòð. 217.

Ï 8. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó 4x21+4x22+4x23+8x1x2+8x1x3+9x2x3 ê ñóììå
êâàäðàòîâ ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåë¼ííîé, îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé èëè íåîïðåäåë¼ííîé.

Ðåøåíèå.

1. Åñòü ñëàãàåìîå ñ x21. Ñîáåðåì âñå ñëàãàåìûå ñ x1 è äîïîëíèì èõ äî ïîëíîãî

êâàäðàòà:

Q(x1, x2, x3) = 4x21 + 4x22 + 4x23 + 8x1x2 + 8x1x3 + 9x2x3 =

=
(
4x21 + 8x1x2 + 8x1x3

)
+ 4x22 + 4x23 + 9x2x3 =

= ((2x1)
2 + 2(2x1)(2x2 + 2x3)) + 4x22 + 4x23 + 9x2x3 =

= ((2x1)
2 + 2(2x1)(2x2 + 2x3) + (2x2 + 2x3)

2)− (2x2 + 2x3)
2 + 4x22 + 4x23 + 9x2x3 =

= (2x1 + 2x2 + 2x3)
2 + x2x3. (7)
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Äåëàåì çàìåíó 
x′1 = 2x1 + 2x2 + 2x3,

x′2 = x2,

x′3 = x3.

(8)

Òîãäà Q(x1, x2, x3) = (x′1)
2 + x′2x

′
3 = Q(x′1, x

′
2, x
′
3).

2. Íåò ñëàãàåìûõ ñ (x′2)
2 èëè (x′3)

2. Â ýòîì ñëó÷àå äåëàåì çàìåíó
x′′1 = x′1,

x′2 = x′′2 + x′′3,

x′3 = x′′2 − x′′3.
(9)

Òîãäà

Q(x′1, x
′
2, x
′
3) = (x′′1)2 + (x′′2 + x′′3)(x′′2 − x′′3) =

= (x′′1)2 + (x′′2)2 − (x′′3)2 = Q(x′′1, x
′′
2, x
′′
3).

T.ê. â êàíîíè÷åñêîì âèäå åñòü êîýôôèöèåíòû ðàçíûõ çíàêîâ, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

çíàêîïåðåìåííàÿ.

Îòâåò: Q(x′′1, x
′′
2, x
′′
3) = (x′′1)2 +(x′′2)2− (x′′3)2, çíàêîïåðåìåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü ÅÄ 4.210-4.212

4 Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âè-

äó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

Ïóñòü Q êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà Rn. Ïóñòü A � ìàòðèöà ýòîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå e. Ò.ê. A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî â áàçèñå e îíà
çàäàåò ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò îïåðàòîð òåì æå ñèìâî-

ëîì A. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q ñâÿçàíû ôîðìóëîé:

Q(x) = (Ax, x),

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Ïóñòü e′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rn èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-

ðîâ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì λ1, . . . , λn.
Òîãäà â áàçèñå e′ ìàòðèöà îïåðàòîðà áóäåò èìåòü äèàãîíàëüíûé âèäA′ = diag{λ1, . . . , λn}.
Âûïîëíÿåòñÿ

diag{λ1, . . . , λn} = Te′→eATe→e′

Ìàòðèöà Te→e′ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé êàê ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîð-

ìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó. Çíà÷èò, Te′→e = T T
e→e′ .

Ïîëó÷àåì, ÷òî

diag{λ1, . . . , λn} = T T
e→e′ATe→e′

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q â áàçèñå e′. Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå

e′ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä:

Q(y) =
n∑

i=1

λiy
2
i .
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Ï 7. Ìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó 9x2+
24xy+16y2 ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå. Îïðåäå-
ëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòà ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í-

íîé èëè íåîïðåäåë¼ííîé.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì ìàòðèöó êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

A =

(
9 12
12 16

)
.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû. Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïå-

ðàòîðà A:

χA(λ) = det

(
9− λ 12

12 16− λ

)
= λ2 − 25λ = 0.

Åãî êîðíè λ1 = 0 è λ2 = 25. Ýòî ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà A.

1. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ1 = 0. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ1E)X =

(
9 12
12 16

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
.

E1 = (−4, 3)T � ÔÑÐ ýòîãî îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ. Íîðìèðóåì ýòîò âåêòîð e′1 =
1
5(−4, 3)T .

2. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ2 = 25. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ2E)X =

(
−16 12
12 −9

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
.

E2 = (3, 4)T � ÔÑÐ ýòîé îäíîðîäíîé ÑËÀÓ. Íîðìèðóåì ýòîò âåêòîð e′1 =
1
5(3, 4)T .

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò (e1, e2) ê (e′1, e
′
2) èìååò âèä

Te→e′ =
1

5

(
−4 3
3 4

)
.

Ñòàðûå êîîðäèíàòû (x, y) âûðàæàþòñÿ, ÷åðåç íîâûå (x′, y′) ïî ôîðìóëå{
x = 1

5(−4x′ + 3y′),

y = 1
5(3x′ + 4y′).

(10)

Ïðè ýòîì â áàçèñå {e′1, e′2} (â êîîðäèíàòàõ (x′, y′)) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q èìååò

âèä:

Q(x′, y′) = 25y′
2
. (11)

Òàêàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, íè îòðèöà-

òåëüíî îïðåäåë¼ííîé, íè íåîïðåäåë¼ííîé. Ýòî íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðà-

òè÷íàÿ ôîðìà. Îòâåò: êàíîíè÷åñêèé âèä: (11), ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò: (10), íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôîðìà.

Ñàìîñòîÿòåëüíî ñäåëàòü ÅÄ 4.213-4.216
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5 Ïðèâåäåíèå êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó

(ñì. ÊÊ �9)

Îáùåå óðàâíåíèå àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0.

Ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà (îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ) è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà

âñåãäà ìîæíî ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé.

ÅÄ 4.227 Ïðèâåñòè êðèâóþ

x2 − 2xy + y2 − 10x− 6y + 25 = 0 (12)

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò. Ïîñòðîèòü êðèâóþ â èñõîä-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó x2− 2xy+ y2 ìåòîäîì îðòîãî-

íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò

âèä

A =

(
1 −1
−1 1

)
.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå :

χA(λ) =

∣∣∣∣1− λ 1
1 1− λ

∣∣∣∣ = (λ− 2)λ = 0.

Êîðíè λ1 = 0 è λ2 = 2 (ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ).

1. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ1 = 0. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ1E)X =

(
1 −1
−1 1

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
.

Íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e′1 = ( 1√
2
, 1√

2
)T .

2. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ2 = 2. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ2E)X =

(
−1 −1
−1 −1

)(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
.

Íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e′2 = (− 1√
2
, 1√

2
)T .

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, e2) ê áàçèñó (e′1, e
′
2) èìååò âèä

Te→e′ =

(
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

)
.

Ñòàðûå êîîðäèíàòû (x, y) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íîâûå (x′, y′) ïî ôîðìóëå{
x = 1√

2
x′ − 1√

2
y′,

y = 1√
2
x′ + 1√

2
y′.

(13)
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Ïîäñòàâëÿåì (13) â óðàâíåíèå êðèâîé (12) è âûäåëÿåì ïîëíûé êâàäðàò. Ïîëó÷àåì:

2y′2 − 10(
1√
2
x′ − 1√

2
y′)− 6(

1√
2
x′ +

1√
2
y′) + 25 =

= 2y′2 + 2
√

2y′ − 8
√

2x′ + 25 =

= 2y′2 + 2
√

2y′ + 1− 8
√

2(x′ +
3

2

√
2) =

= 2(y′ +
1

2

√
2)2 − 8

√
2(x′ − 3

2

√
2) = 0. (14)

Ïðåîáðàçóåì

(y′ +
1

2

√
2)2 = 4

√
2(x′ − 3

2

√
2).

Ñäåëàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

{
x′′ = x′ − 3

2

√
2,

y′′ = y′ + 1
2

√
2.

(15)

Ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû:

y′′2 = 4
√

2x′′. (16)

Êîîðäèíàòû (x′, y′) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû (x′′, y′′):

{
x′ = x′′ + 3

2

√
2,

y′ = y′′ − 1
2

√
2.

(17)

Ïîäñòàâèâ (17) â (13), ìû ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò:

{
x = 1√

2
x′′ − 1√

2
y′′ + 2,

y = 1√
2
x′′ + 1√

2
y′′ + 1.

(18)

Öåíòð êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò O′′X ′′Y ′′ èìååò êîîðäèíàòû (2, 1) â èñõîä-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò OXY . Îñü O′′X ′′ íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà e′1 = ( 1√

2
, 1√

2
)T .

Îñü O′′Y ′′ íàïðàâëåíà âäîëü âåêòîðà e′2 = (− 1√
2
, 1√

2
)T .
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Îòâåò: ïàðàáîëà, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå: (16), ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò: (18).

ÅÄ 4.233 Ïðèâåñòè ïîâåðõíîñòü

7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 6x− 24y + 18z + 30 = 0 (19)

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò. Ïîñòðî-

èòü êðèâóþ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå.

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz ìåòîäîì îð-

òîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

èìååò âèä

A =

 7 −2 0
−2 6 −2
0 −2 5

 .

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå :

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
7− λ −2 0
−2 6− λ −2
0 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 18λ2 − 99λ+ 162 = 0.
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Êîðåíü λ1 = 3 óãàäûâàåòñÿ. Äðóãèå êîðíè λ2 = 6 è λ3 = 9. (Ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ).

1. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ1 = 3. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíîå ÑËÀÓ:

(A− λ1E)X =

 4 −2 0
−2 3 −2
0 −2 2

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 = (13 ,
2
3 ,

2
3).

2. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ1 = 3. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ2E)X =

 1 −2 0
−2 0 −2
0 −2 −1

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e2 = (23 ,
1
3 ,−

2
3).

3. Íàéäåì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó

÷èñëó λ1 = 3. Ñîñòàâëÿåì îäíîðîäíóþ ÑËÀÓ:

(A− λ3E)X =

−3 −2 0
−2 −3 −2
0 −2 −4

x1x2
x3

 =

0
0
0

 .

Íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð � e3 = (23 ,−
2
3 ,

1
3).

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (e1, e2, e3) ê áàçèñó (e′1, e
′
2, e
′
3) èìååò âèä

Te→e′ =

1
3

2
3

2
3

2
3

1
3 −2

3
2
3 −2

3
1
3

 .

Ñòàðûå êîîðäèíàòû (x, y, z) âûðàæàþòñÿ, ÷åðåç íîâûå (x′, y′, z′) ïî ôîðìóëå
x = 1

3x
′ + 2

3y
′ + 2

3z
′,

y = 2
3x
′ + 1

3y
′ − 2

3z
′,

z = 2
3x
′ − 2

3y
′ + 1

3z
′.

(20)

Ïîäñòàâëÿåì (20) â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè (19)è âûäåëÿåì ïîëíûå êâàäðàòû. Ïîëó-

÷àåì:

3x′2 +6y′2 +9z′2−6(
1

3
x′+

2

3
y′+

2

3
z′)−24(

2

3
x′+

1

3
y′− 2

3
z′)+18(

2

3
x′− 2

3
y′+

1

3
z′)+30 =

= 3x′2 − 6x′ + 6y′2 − 24y′ + 9z′2 + 18z′ + 30 =

= 3(x′ − 1)2 + 6(y′ − 2)2 + 9(z′ + 1)2 − 6 = 0. (21)

Ïðåîáðàçóåì

(x′ − 1)2

2
+

(y′ − 2)2

1
+

(z′ + 1)2

2/3
= 1.
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Ñäåëàåì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ 
x′′ = x′ − 1,

y′′ = y′ − 2,

z′′ = z′ + 1.

(22)

Ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà:

x′′2

2
+
y′′2

1
+
z′′2

2/3
= 1. (23)

Êîîðäèíàòû (x′, y′, z′) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû (x′′, y′′, z′′):
x′ = x′′ + 1,

y′ = y′′ + 2,

z′ = z′′ − 1.

(24)

Ïîäñòàâèâ (24) â (20), ìû ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò:
x = 1

3x
′′ + 2

3y
′′ + 2

3z
′′ + 1,

y = 2
3x
′′ + 1

3y
′′ − 2

3z
′′ + 2,

z = 2
3x
′′ − 2

3y
′′ + 1

3z
′′ − 1.

(25)

Îòâåò: ýëëèïñîèä, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå: (23) , ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò: (25).
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