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Ââåäåíèå

Ôîðìóëàìè Ôåéíìàíà íàçûâàþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé íà÷àëüíûõ
è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýâîëþöèîííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ è
ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå ïðåäåëîâ êîíå÷íîêðàòíûõ
èíòåãðàëîâ îò ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèé. Êîíå÷íîêðàòíûå èíòåãðàëû
â ôîðìóëàõ Ôåéíìàíà ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè ôóíêöèîíàëüíûõ
èíòåãðàëîâ ïî íåêîòîðûì ìåðàì ãàóññîâñêîãî èëè ôåéíìàíîâñêîãî òèïà
íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé â òåõ îáëàñòÿõ, íà êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ
óðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ôîðìóëàìè
Ôåéíìàíà-Êàöà. Ïîäîáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåçíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ
õàðàêòåðà ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå è ìåòîäàìè
ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â òî æå âðåìÿ, ñîáñòâåííî ôîðìóëû Ôåéíìàíà
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé ðåøåíèé
ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë Ôåéíìàíà (à,
ñëåäîâàòåëüíî, è ôîðìóë Ôåéíìàíà-Êàöà) äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé
áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ Î.Ã.Ñìîëÿíîâà è åãî ñîàâòîðîâ â 1999- 2003 ã.ã.
[ñì.[STT],[SWW1],[SWW2],[SWW4],[SWW5],[SWW6]] Ýòîò ìåòîä áûë ðàçâèò
Áóòêî ß.À.[ñì.[ÁÃÑ]] äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèè è Øð¼äèíãåðà
íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûì
è ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ôîðìóëû Ôåéíìàíà è Ôåéíìàíà-Êàöà äëÿ îáøèðíîãî
êëàññà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé íà ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ.
Äëÿ áîëüøèíñòâà òàêèõ óðàâíåíèé ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû ðàíåå
íå ðàññìàòðèâàëèñü, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïåðåõîäíûå
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âåðîÿòíîñòè äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîðîæäàåìûõ òàêèìè óðàâíåíèÿìè,
íå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè
âìåñòî ýòèõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ èõ àïïðîêñèìàöèè,
âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ôîðìóëû Ôåéíìàíà, ïðèãîäíûå äëÿ íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
è Êîøè-Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàòû â âèäå
ãàìèëüòîíîâîé ôîðìóëû Ôåéíìàíà. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí
ïðîãðàìíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ôîðìóëû
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ãëàâà 1

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1 Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

C∞(R)-ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà (R).
S(R)-ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà, ò.å. ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ(x) ∈ C∞(R),

òàêèõ ÷òî lim
|x|→∞

ϕ(x)|x|n = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N.
C∞(R)-ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà (R), òàêèõ ÷òî

lim
|x|→∞

ϕ(x) = 0

C0(G) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà G ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü
íà ãðàíèöå.

Cc(R) ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé, ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì.

C∞
c (R) ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, ñ

êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Dom(·)-îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà.
Ran(·)-îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà.
Cor(·)-ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà.
|| · ||-Íîðìà ïðîñòðàíñòâà.
L(X1, X2)-ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç X1 â X2,

ãäå Xi-ëèíåéíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.
ϕ̂-Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
ϕ̌-Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
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1.2 Ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ

Îïðåäåëåíèå 1.1 (ñì.[Á,Ñ]). Ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ {Tt}t≥0

â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé îïåðàòîðíîé
ïîëóãðóïïîé (èëè C0 ïîëóãðóïïîé ), åñëè

1). T0 = Id, Tt+s = TtTs t, s ≥ 0

2). lim
t→0

||Ttx− x|| = 0, x ∈ X

Îïðåäåëåíèå 1.2. Åñëè íîðìà ||T (t)|| ≤ 1 òî íåïðåðûâíàÿ îïåðàòîðíàÿ
ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùåé.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ñèëüíàÿ îïåðàòîðíàÿ òîïîëîãèÿ�ýòî ñëàáåéøàÿ
òîïîëîãèÿ íà L(X,Y ) â êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ

Ex : L(X, Y ) → Y ,
çàäàííûå ðàâåíñòâîì Ex(T ) = Tx íåïðåðûâíû äëÿ ëþáîãî x ∈ X.
Áàçà îêðåñòíîñòåé íóëÿ çàäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè âèäà
{S : S ∈ L(X,Y ), ||Sxi||Y ≤ ε, i = (1, . . . , n)},
ãäå {xi}-êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ èç X, à ε > 0.
Â ýòîé òîïîëîãèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ {Tα} ñõîäèòñÿ ê T

(îáîçíà÷àåòñÿ Tα
s−→ T ), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ||Tαx− Tx||Y → 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ X.
Ïðåäåë â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè îáîçíà÷àåòñÿ s- lim.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ôóíêöèÿ F (t) : [0,∞) → L(X) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X îòîáðàæåíèÿ t 7→ F (t)x ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè èç R+ â X.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå ôóíêöèè F : [0, ε) → L(X),
ε > 0, � ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå F ′(0) : Dom(F ′(0)) → X òàêîå, ÷òî

F ′(0)g = lim
t→0

t−1(F (t)g − F (0)g),

ãäå Dom(F ′(0)) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ g ∈ X, äëÿ
êîòîðûõ òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò.

6



Ïîëîæèì

Dom(C) := {x ∈ X : ∃ lim
t→0

Ttx−x
t },

Cx := lim
t→0

Ttx−x
t , x ∈ Dom(C).

Îïåðàòîð C ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ Dom(C) íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì èëè
ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëóãðóïïû {Tt}t≥0.

Ëåììà 1.6 (ñì.[Á,Ñ]). Äëÿ âñÿêîé íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû îïåðàòîðîâ
{Tt}t≥0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Îïåðàòîð C - ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû -ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî îïðåäåëåííûì
è çàìêíóòûì;

2) Äëÿ âñÿêîãî x ∈ Dom(C) âåðíû ðàâåíñòâà
d
dtTtx = CTtx = TtCx,
3) Äëÿ âñÿêîãî x ∈ X âåðíî ðàâåíñòâî
Ttx = lim

ε→0
e(tTε−Id

ε )x ,
Ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà îòðåçêàõ â [0, +∞).

Îïðåäåëåíèå 1.7. Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà C, åñëè çàìûêàíèå ñóæåíèÿ íà D, ñîâïàäàåò ñ C.

Ëåììà 1.8 (ñì.[Ó. Áðàòòåëè, Ä. Ðîáèíñîí]). Ïóñòü C-ãåíåðàòîð ñèëüíî
íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû T â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü D -
ïîäìíîæåñòâî D(C), ãäå D(C)- îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ C. Ïóñòü D(C)

ïëîòíî â X è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî T , ò.å. Tx ∈ D, äëÿ ëþáîãî
x ∈ D è t ∈ R+. Òîãäà D - Ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ C.

Òåîðåìà 1.9 (Îá îãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè)
(ñì.[Ðèä,Ñàéìîí 1]). Ïóñòü T -îãðàíè÷åííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç
íîðìèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (V 1, ||·||V 1)â ïîëíîå íîðìèðîâàííîå
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (V 2, || · ||V 2). Òîãäà T åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæåí
áûòü ðàñøèðåííî äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ñîõðàíåíèåì
íîðìû èç ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâà V 1 â (V 2, || · ||V 2).

7



1.3 Òåîðåìà ×åðíîâà

Åñëè X, X1, X2 � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, òî L(X1, X2) � ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé (îïåðàòîðîâ) èç X1 â X2 ñ ñèëüíîé
îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé, L(X) = L(X,X), || · || � îïåðàòîðíàÿ íîðìà íà
L(X), Id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â X. Åñëè A ∈ L(X), òî Dom(A) îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ A.

Òåîðåìà 1.10 (×åðíîâà (ñì.[Á,Ñ])). Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ïóñòü F : [0,∞) → L(X) � (ñèëüíî) íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òàêîå
÷òî F (0) = Id è ||F (t)|| ≤ eat äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R+, t ≥ 0 . Ïóñòü D

� âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Dom(F ′(0)) òàêîå, ÷òî ñóæåíèå îïåðàòîðà
F ′(0) íà íåãî îáëàäàåò çàìûêàíèåì C. Åñëè C � ãåíåðàòîð ñèëüíî
íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïû (Tt)t≥0, òî äëÿ ëþáîãî t0 > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(F (t/n))n, n ∈ N, ñõîäèòñÿ ê (Tt)t≥0 ïðè n → ∞ â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé
òîïîëîãèè, è ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà ïî t ∈ [0, t0], òî åñòü Tt =

s- lim
n→∞

(F (t/n))n.

Ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (Ft)t≥0 íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ïî ×åðíîâó
ïîëóãðóïïå (Tt)t≥0, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû
×åðíîâà äëÿ ýòîé ïîëóãðóïïû.

1.4 Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ýòî åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñòåïåíè m, îïðåäåëåííûé íà n-
ìåðíîì Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Pϕ(x) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα
xϕ(x),

ãäå Dxj
= i ∂

∂xj
(j = 1, . . . , n), α = (α1 . . . αn); |α| = α1 + . . . + αn;

Dα
x = Dα1

x1
. . . Dαn

xn
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Àññîöèèðóåì ñ P ïîëèíîì p(x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα, ãäå ξ = (ξ1 . . . ξn),

ξα = (ξα
1 . . . ξα

n).
Ïîëèíîì p(x, ξ) íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì P .
Îáðàçîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé Dxj

ϕ(x) è xjϕ(x) áóäåò ξjϕ̂(ξ) è
−Dξj

ϕ̂(ξ) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ϕ̂(ξ)-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ϕ(x).
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå P̂ϕ(ξ) îïåðàòîðà Pϕ(x) åñòü óìíîæåíèå

p(x, ξ)ϕ̂(ξ).
Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü îïåðàòîð Pϕ(x) ÷åðåç îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè p(x, ξ)ϕ̂(ξ).
Ïóñòü òåïåðü p(·, ·)� ôóíêöèÿ èç Rn × Rn â C.
Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ñèìâîëîì p(x, ξ) áóäåì íàçûâàòü

îïåðàòîð âèäà
Pϕ(x) = 1

(2π)n

∫
Rn

ei(ξ,x)p(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ,

ãäå (ξ, x)-ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
áóäåì ñ÷èòàòü âñå ϕ, äëÿ êîòîðûõ ôîðìóëà èìååò ñìûñë.
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Ãëàâà 2

Ãàìèëüòîíîâà ôîðìóëà Ôåéíìàíà äëÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè è Êîøè-Äèðèõëå,
äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâëåíèÿ â âèäå ïðåäåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ,
êîòîðîå è áóäåò íàçûâàòüñÿ ôîðìóëîé Ôåéíìàíà.

Â îáùåì âèäå, ôîðìóëó Ôåéíìàíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

etC = s- lim
n→∞

(F (t/n))n, ãäå C-ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû, ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó
Êîøè èëè Êîøè-Äèðèõëå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôîðìóëà Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, åñëè
îïåðàòîð F (t) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì, òî åñòü ïðåäñòàâèì â
âèäå

[F (t)ϕ](x) = 1
(2π)n

∫
Rn

ei(ξ,x)p(x, ξ)ϕ̂(ξ)dξ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôîðìóëà Ôåéíìàíà íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâîé, åñëè F (t)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì âèäà
[F (t)ϕ](x) =

∫
Rn

K(t, x, y)ϕ(y)dy, ãäå K(t, x, y)- ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà.
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2.1 Çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ïóñòü a(x) � íåïðåðûâíàÿ íà R ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ
íå îáðàùàþùàÿñÿ â íîëü. Áîëåå òîãî a(x) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü ∆a � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà
ìíîæåñòâå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R, îïðåäåëÿåìûé
ðàâåíñòâîì: (∆aϕ)(x) = a(x) d2

dx2ϕ(x). Ïóñòü b(x) è c(x) -íåïðåðûâíûå
ñêàëÿðíûå îãðàíè÷åííûå íà R ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ãàìèëüíîíèàí H, îïðåäåë¼ííûé íà ìíîæåñòâå
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Hϕ)(x) = 1
2∆aϕ(x) + b(x)∇ϕ(x) + c(x)ϕ(x)

Ñèìâîë ∇ϕ(x) îçíà÷àåò d
dxϕ(x) .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
â R:{

∂f
∂t (t, x) = 1

2∆af(t, x) + b(x)∇f(t, x) + c(x)f(t, x) t ≥ 0, x ∈ R
f(0, x) = f0(x) x ∈ R (2.1)

Îáîçíà÷èì X = C∞(R) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ â R
ôóíêöèé òàêèõ ÷òî f(x) → 0 ïðè ||x||R → ∞ . Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
X = C∞(R) îïðåäåëåíà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ||f ||X = supx∈R |f(x)|. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f0 ∈ X è f(t, ·) ∈ X äëÿ âñåõ t > 0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà ∆ ñ ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ S(R), ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ñæèìàþùåé ïîëóãðóïïû et∆ íà
C∞(R), ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè df

dt =

∆f , f(t, x) = et∆f0.(ñì.[Ðèä,Ñàéìîí 2]).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ

óäîâëåòâîðÿþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ñèëüíî
íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà (Tt)t≥0 íà ïðîñòðàíñòâå C∞(R), ðàçðåøàþùàÿ
çàäà÷ó Êîøè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (C,Dom(C)) ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû (Tt)t≥0.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî S(R)� ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
(C,Dom(C)).

Â äàëüíåéøåì ìû ïîñòðîèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ íà X , ýêâèâàëåíòíîå
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ïî ×åðíîâó ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïå (Tt)t≥0. Òîãäà ïî òåîðåìå ×åðíîâà ìû
ïîëó÷èì ôîðìóëó Ôåéíìàíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1).

2.2 Çàäà÷à Êîøè-Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ïóñòü G ⊂ R � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Å¼ çàìûêàíèå è ãðàíèöó îáîçíà÷èì
ñîîòâåòñòâåííî G è ∂G. Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü G îòðåçêîì [a, b] ⊂ R.
Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî�êðàåâóþ çàäà÷ó Êîøè�Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè G:





∂f
∂t (t, x) = 1

2∆af(t, x) + b(x)∇f(t, x) + c(x)f(t, x) t ≥ 0, x ∈ G

f(0, x) = f0(x) x ∈ G

f(t, x) = 0 t ≥ 0, x ∈ ∂G

(2.2)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî f0 ∈ X è f(t, ·) ∈ X äëÿ âñåõ t > 0, ãäå X = C0(G)

� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà G ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íîëü
íà ãðàíèöå. Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå X = C0(G) îïðåäåëåíà ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì: ||f ||X = supx∈G |f(x)|. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîäïðîñòðàíñòâî Cc(R) íåïðåðûâíûõ â R ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.
Îïðåäåëèì, äëÿ ëþáîé ϕ ∈ C0(G) íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå äî ôóíêöèè
ϕ̃ ∈ Cc(R) ïîëîæèâ:

1.Äëÿ ëþáûõ ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C0(G) è α, β ∈ R èìååì:
Åñëè ϕ1 = αϕ2 + βϕ3 íà G, òîãäà ϕ̃1 = αϕ̃2 + βϕ̃3 íà R.
2. ||ϕ||C0(G) = supx∈R |ϕ̃(x)|.
3. Åñëè ϕ ∈ C∞

0 (G) òîãäà ϕ̃ ∈ C∞
c (R).

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ϕ̃ íàçîâåì D̃ ⊂ Cc(R).

Ïóñòü (Tt)t≥0 � ïîëóãðóïïà íà C0(G), ðàçðåøàþùàÿ çàäà÷ó Êîøè�
Äèðèõëå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ
óäîâëåòâîðÿþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëóãðóïïà (Tt)t≥0

áûëà ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïîé íà ïðîñòðàíñòâå C0(G). Îáîçíà÷èì
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÷åðåç (L,Dom(L)) ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû (Tt)t≥0. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ìíîæåñòâî D := {ϕ ∈ C∞

0 (G)|Lϕ ∈ C0(G)}- ñóùåñòâåííàÿ îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ (L,Dom(L)).

2.3 Ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, ýêâèâàëåíòíûå ïî ×åðíîâó
ïîëóãðóïïå, ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (F (t))t≥0 ïðîñòðàíñòâà S(R) â C∞(R)

òàêèõ ÷òî F (0) = Id,à äëÿ t > 0 è ϕ ∈ S(R)

(F (t)ϕ)(x) = etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ.
Òàêîé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì, ñ ñèìâîëîì

e−
a(x)tξ2

2 +iξtb(x). Ãäå ϕ̂(ξ) - ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ϕ(x), îïðåäåëÿåìîå
êàê

ϕ̂(ξ) =
1√
2π

+∞∫

−∞
e−iξτϕ(τ)dτ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, êàê

ǧ(y) =
1√
2π

+∞∫

−∞
eiξyg(ξ)dξ.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðèìåò âèä:
ϕ(x) = ˇ̂ϕ(x) = 1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−iξτϕ(τ)dτeiξxdξ

è èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà.

Ëåììà 2.3. Äëÿ ëþáîãî ϕ èç S(R) ôóíêöèÿ F (t)ϕ ïðèíàäëåæèò C∞(R)

Ïðè t = 0 îïåðàòîð ïðèíèìàåò âèä

(F (t)ϕ)(x) =
1√
(2π)

+∞∫

−∞
eiξxϕ̂(ξ)dξ = ϕ(x).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t = 0 F (t) = Id íà S(R).
Ïðè t > 0

(F (t)ϕ)(x) = etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ.

lim
|x|↘∞

x2(F (t)ϕ)(x) = lim
x↘0

etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

x2e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ =

= lim
|x|↘0

etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

x2eiξxe−
a(x)tξ2

2 eiξtb(x)ϕ̂(ξ)dξ =

lim
|x|↘0

−etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

d2eiξx

dξ2 · e−a(x)tξ2

2 eiξtb(x)ϕ̂(ξ)dξ =

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì
lim
|x|↘0

−etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

d2

dξ2 [e
−a(x)tξ2

2 eiξtb(x)ϕ̂(ξ)] · eiξxdξ,

ãäå
| d2

dξ2 [e
−a(x)tξ2

2 eiξtb(x)ϕ̂(ξ)]| =
|e−a(x)tξ2

2 eiξtb(x)[ϕ̂
′′
(ξ)−2ϕ̂

′
(ξ)(ξta(x)−itb(x))+ ϕ̂(ξ)(ξ2ta(x)+it2ξ2b(x)a(x)−

ta(x)− it2b(x)a(x)− t2b2(x))]| ≤

|ϕ̂′′
(ξ) − 2ϕ̂

′
(ξ)(ξta(x) − itb(x)) + ϕ̂(ξ)(ξ2ta(x) + it2ξ2b(x)a(x) − ta(x) −

it2b(x)a(x)− t2b2(x))|.

Òàêèì îáðàçîì,

| lim
|x|↘∞

x2(F (t)ϕ)(x)| ≤ esupx∈R c(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

|ϕ̂′′
(ξ) − 2ϕ̂

′
(ξ)(ξta(x) − itb(x)) +

ϕ̂(ξ)(ξ2ta(x) + it2ξ2b(x)a(x)− ta(x)− it2b(x)a(x)− t2b2(x))|dξ.

Â âèäó òîãî, ÷òî ôóíêöèè a(x), b(x), c(x) îãðàíè÷åíû â R, ïîñëåäíèé
èíòåãðàë ñóùåñòâóåò è ðàâåí êîíñòàíòå. Åãî çíà÷åíèå îáîçíà÷èì C.

Â èòîãå
| lim
|x|↘∞

x2(F (t)ϕ)(x)| ≤ esupx∈R c(x)C ≤ C∗

Íåïðåðûâíîñòü ïî x ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè
àðãóìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ÷òî
(F (t)ϕ)(x) = etc(x) 1√

2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ
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îòîáðàæàåò S(R) â C∞(R).
Ξ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè äàííîãî ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ ïî
×åðíîâó ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïå T (t), â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîêàæåì, ÷òî
íà S(R), ÿâëÿþùåéñÿ ñóùåñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðà
ïîëóãðóïïû, ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå îïåðàòîðà (F (t)ϕ)(x) ñîâïàäàåò ñ
(C,Dom(C)).

Ëåììà 2.4. Íà ìíîæåñòâå S(R) ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F (t)

â íóëå ñîâïàäàåò ñ 1
2a(x)∆ϕ(x) + b(x)∇ϕ(x) + c(x)ϕ(x),

òî åñòü äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ S(R) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R
lim
t↘0

t−1(F (t)ϕ(x)− ϕ(x)) = 1
2a(x)∆ϕ(x) + b(x)∇ϕ(x) + c(x)ϕ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî:
lim
t↘0

1
t (F1(t)ϕ− ϕ)(x) =

lim
t↘0

1
t [

1√
2π

etc(x)
+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ − 1√
2π

+∞∫
−∞

eiξxϕ̂(ξ)dξ] =

lim
t↘0

1
t [

1√
2π

+∞∫
−∞

[e−
a(x)tξ2

2 +iξtb(x)+tc(x) − 1]eiξxϕ̂(ξ)dξ] =

lim
t↘0

1
t [

1√
2π

+∞∫
−∞

[et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x)) − 1]eiξxϕ̂(ξ)dξ] =

1√
2π

+∞∫
−∞

lim
t↘0

1
t [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x)) − 1]eiξxϕ̂(ξ)dξ =

Îáîñíîâàíèåì äëÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñëóæèò
âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè íåñîáñòâåííîãî
èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì. (ñì[ÔÃ2]) Óñëîâèÿ ýòè òàêîâû:

1. Ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé â îáëàñòè R×R× [0, +∞) ïðîèçâîäíîé ïî
t îò ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.

2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â îáëàñòè R× [0, +∞) èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

d
dt [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)]dξ.
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3. Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ

â îáëàñòè R× [0, +∞).

Ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê.
d
dt [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂](ξ) =

(−a(x)ξ2

2 + iξb(x) + c(x))et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ íà R× [0, +∞).

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

d
dt [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)]dξ

ïî ïåðåìåííûì x è t ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè Àáåëÿ. Äëÿ ïðîâåðêè
äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì èíòåãðàë

+∞∫
−∞

(−a(x)ξ2

2 + iξb(x) + c(x))et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ =

+∞∫
−∞

−a(x)ξ2

2 et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ+
+∞∫
−∞

iξb(x)et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ+

+∞∫
−∞

c(x)et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ.

Èíòåãðàë
+∞∫
−∞

−a(x)ξ2

2 et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òàê êàê ôóíêöèÿ e−
a(x)tξ2

2 ðàâíîìåðíî ïî x, t

îãðàíè÷åííàÿ, ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ïî ξ, à èíòåãðàë
+∞∫
−∞

−a(x)ξ2

2 et(iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ

cõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà. Äåéñòâèòåëüíî,
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ìàæîðèðóåòñÿ
| − a(x)ξ2

2 et(iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)| ≤ supx∈R a(x)esupx∈R c(x) 1
2ξ

2|ϕ̂(ξ)| ≤
ãäå C-êîíñòàíòà, ò.ê ìàæîðèðóþùàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà è èíòåãðàë
1
2

+∞∫
−∞

ξ2|ϕ̂(ξ)|dξ

cõîäèòñÿ ïðè ϕ̂(ξ) ∈ S(R).
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Ïîäîáíûì îáðàçîì, ìîæíî äîêàçàòü ÷òî ðàâíîìåðíî ïî x è t ñõîäÿòñÿ
îñòàëüíûå èíòåãðàëû â ñóììå.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Àáåëÿ, è èíòåãðàë
+∞∫
−∞

d
dt [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)]dξ

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x è t.

Óñëîâèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ

âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî
ñõîäèìîñòü ýòà ðàâíîìåðíàÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè
íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì è ñïðàâåäëèâî îòíîøåíèå

d
dt

+∞∫
−∞

et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ =

+∞∫
−∞

d
dt [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x))eiξxϕ̂(ξ)]dξ,
à ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå t = 0 è ñïðàâåäëèâ

ïðåäåëüíûé ïåðåõîä
lim
t↘0

1
t [

1√
2π

+∞∫
−∞

[et(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x)) − 1]eiξxϕ̂(ξ)dξ] =

1√
2π

+∞∫
−∞

lim
t↘0

1
t [e

t(−a(x)ξ2

2 +iξb(x)+c(x)) − 1]eiξxϕ̂(ξ)dξ =

1√
2π

+∞∫
−∞

(−a(x)ξ2

2 + iξb(x) + c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ =

1√
2π

+∞∫
−∞

(a(x)(iξ)2

2 + iξb(x) + c(x))eiξxϕ̂(ξ)dξ =

1√
2π

a(x)
2

+∞∫
−∞

d2eiξx

dx2 ϕ̂(ξ)dξ + 1√
2π

b(x)
+∞∫
−∞

deiξx

dx ϕ̂(ξ)dξ + 1√
2π

c(x)
+∞∫
−∞

eiξxϕ̂(ξ)dξ =

a(x)
2

d2

dx2
1√
2π

+∞∫
−∞

eiξxϕ̂(ξ)dξ = a(x)
2 ϕ′′(x) + b(x)ϕ′(x) + c(x)ϕ(x).

Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò ìåñòî â ñèëó ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå

d
dx f̂ = −̂ixf .
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ÷òî ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå îïåðàòîðà,
ñîâïàäàåò ñ ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû, ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè íà åãî
ñóùåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ξ

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü (Tt)t≥0 � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà íà
ïðîñòðàíñòâå X, ðàçðåøàþùàÿ çàäà÷ó Êîøè (2.1). Òîãäà ñåìåéñòâî
îïåðàòîðîâ (F (t))t≥0 ýêâèâàëåíòíî ïî ×åðíîâó ýòîé ïîëóãðóïïå, òî åñòü
Tt = s- lim

n→∞
[F (t/n)]n.

Äîêàæåì, ÷òî (F (t))t≥0 ýêâèâàëåíòíî ïî ×åðíîâó ïîëóãðóïïå (Tt)t≥0. Òàê
êàê ïî ëåììå (2.4) ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F (t) â íóëå ñîâïàäàåò ñ ãåíåðàòîðîì
ïîëóãðóïïû íà åãî ñóùåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëíèÿ, äîñòàòî÷íî îöåíèòü
íîðìó îïåðàòîðîâ F (t) è ïîêàçàòü ñèëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà F (t).

Ëåììà 2.6. Íîðìà ||F (t)|| ≤ eat äëÿ a ∈ R è t ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî:
||F (t)|| = sup||ϕ||C∞(R)≤1 ||(F (t)ϕ)(x)||C∞(R) =

sup||ϕ||C∞(R)≤1 supx∈R | 1√
2π

etc(x)
+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ| =
Äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(f̂ , ϕ) = (f, ϕ̂).

Â íàøåì ñëó÷àå (f̂ , ϕ)(x) = (f, ϕ̂)(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ R.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+b(x)) èìååò âèä
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))e−iξydξ.

Âûïîëíèâ ïðîìåæóòî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì:
−a(x)tξ2

2 + iξ(x + tb(x) − y) = −(a(x)tξ2−2iξ(x+tb(x)−y)
2 ) =

−a(x)t(
ξ2− 2iξ(x+tb(x)−y)

a(x)t

2 ) = −a(x)t(
ξ2− 2iξ(x+tb(x)−y)

a(x)t +( i(x+tb(x)−y)
a(x)t )2−( i(x+tb(x)−y)

a(x)t )2

2 ) =

−a(x)t(
(ξ− i(x+tb(x)−y)

a(x)t )2+(y−(x+tb(x))
a(x)t )2

2 ) = − (y−(x+tb(x)))2

2a(x)t − (ξ− i(x+tb(x))−y)
a(x)t )2
2

a(x)t

.

Òàêèì îáðàçîì,
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+b(x))e−iξydξ =
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1√
2π

+∞∫
−∞

e
− (y−(x+tb(x)))2

2a(x)t −
(ξ− i(x+tb(x)−y)

a(x)t
)2

2
a(x)t dξ =

1√
2π

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t

+∞∫
−∞

e
−

(ξ− i(x+tb(x)−y)
a(x)t

)2

2
a(x)t dξ =

1√
2π

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t

+∞∫
−∞

e
−

(ξ− i(x+tb(x)−y)
a(x)t

)2

2
a(x)t d(ξ − i(x+tb(x)−y)

a(x)t ) =

1√
2π

√
2π

a(x)te
− (y−(x+tb(x)))2

2a(x)t =

1√
a(x)t

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå íîðìû îïåðàòîðà â âèäå
sup||ϕ||C∞(R)≤1 supx∈R | 1√

2πa(x)t
etc(x)

+∞∫
−∞

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t ϕ(y)dy| ≤

sup||ϕ||C∞(R)≤1 supx∈R
1√

2πa(x)t
etc(x)

+∞∫
−∞

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t |ϕ(y)|dy ≤

supx∈R
1√

2πa(x)t
etc(x)

+∞∫
−∞

e−
(y−(x+tb(x)))2

2a(x)t d(y − (x + tb(x))) ≤ et supx∈R c(x).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà F (t) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû ×åðíîâà.

Ξ

Ëåììà 2.7. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñøèðåíèå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ
F (t) äî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ C∞(R) ñ ñîõðàíåíèåì
íîðìû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.9 (Îá îãðàíè÷åííîì ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè),
äëÿ îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà, îïðåäåëåííîãî íà ïîäïðîñòðàíñòâå áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà, òàêîå ðàñøèðåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ñåìåéñòâî F (t),
äëÿ ëþáîãî t ∈ R+ \ {+∞} îãðàíè÷åííî ïî íîðìå. Êðîìå òîãî, S(R)

ïëîòíî â C∞(R). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñøèðåíèå F (t)

èç ïîïîëíåíèÿ S(R), òî åñòü èç C∞(R) â ñåáÿ, ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû.
Ξ
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Äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì F (t), ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ èç C∞(R)

â ñåáÿ.

Ëåììà 2.8. Äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S(R) è ëþáîãî t0 ≥ 0, ñåìåéñòâî F (t) ñèëüíî
íåïðåðûâíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæåíèÿ î ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà
F (t), ïîêàæåì, ÷òî lim

t→t0
||F (t)ϕ − F (t0)ϕ||C∞(R) = 0 äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S(R) è

ëþáîãî t0 ≥ 0.

lim
t→t0

||F (t)ϕ−F (t0)ϕ||C∞(R) = lim
t→t0

supx∈R | 1√
2π

etc(x)
+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ−

1√
2π

et0c(x)
+∞∫
−∞

e−
a(x)t0ξ2

2 eiξ(x+t0b(x))ϕ̂(ξ)dξ| =

lim
t→t0

supx∈R | 1√
2π

+∞∫
−∞

eiξxϕ̂(ξ)[etc(x)e−
a(x)tξ2

2 eiξtb(x) − et0c(x)e−
a(x)t0ξ2

2 eiξt0b(x)]dξ|.

Ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ïðè âû÷èñëåíèè
ïðîèçâîäíîé â íóëå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Àáåëÿ. Î÷åâèäíî, óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ. Èíòåðàë

+∞∫
−∞

eiξxϕ̂(ξ)etc(x)eiξtb(x)dξ

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, òàê êàê ìîäóëü
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ìàæîðèðóåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â R ôóíêöèåé,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò ξ, à ôóíêöèÿ

e−
a(x)tξ2

2

ìîíîòîííàÿ ïî ξ îãðàíè÷åííàÿ ïî ìîäóëþ ôóíêöèÿ â îáëàñòè R× [0, +∞)

ïî ïåðåìåííûì x è t.
Ïðåäåë
lim
t→t0

sup(x,ξ)∈[ξ∗,ξ∗∗]×[x∗,x∗∗] |eiξxϕ̂(ξ)[etc(x)e−
a(x)tξ2

2 eiξtb(x) − et0c(x)e−
a(x)t0ξ2

2 eiξt0b(x)]|
ñóùåñòâóåò íà êàæäîì êîìïàêòå [ξ∗, ξ∗∗]× [x∗, x∗∗] ⊂ R×R è ðàâåí íóëþ,

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå â

íåñîáñòâåííîì èíòåãðàëå è èìååò ìåñòî ïåðåñòàíîâêà ïðåäåëüíûõ ïåðåõîäîâ:
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supx∈R | 1√
2π

+∞∫
−∞

lim
t→t0

eiξxϕ̂(ξ)[etc(x)e−
a(x)tξ2

2 eiξtb(x) − et0c(x)e−
a(x)t0ξ2

2 eiξt0b(x)]dξ|.
Èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òàê êàê ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, lim

t→t0
||F (t)ϕ− F (t0)ϕ||C∞(R) = 0 äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ S(R).

Ξ

Ëåììà 2.9. Äëÿ ëþáîé Ψ ∈ C∞(R) è ëþáîãî t0 ≥ 0, ñåìåéñòâî F (t) ñèëüíî
íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêèå ÷òî , êàê òîëüêî

|t− t0| < δ, ||F (t)Ψ− F (t0)Ψ||C∞(R) < ε, äëÿ ëþáîé Ψ ∈ C∞(R).
Òàê êàê S(R) ïëîòíî â C∞(R), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîé Ψ ∈ C∞(R)

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ∈ S(R), òàêàÿ ÷òî ||Ψ − ϕn||C∞(R) < ε
3M ,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n ≥ N .

||F (t0)Ψ−F (t)Ψ||C∞(R) = ||F (t0)Ψ−F (t0)ϕn +F (t0)ϕn−F (t)ϕn +F (t)ϕn−
F (t)Ψ||C∞(R) ≤
||F (t0)Ψ − F (t0)ϕn||C∞(R) + ||F (t0)ϕn − F (t)ϕn||C∞(R) + ||F (t)ϕn −

F (t)Ψ||C∞(R) ≤
Òàê êàê F (t) ñèëüíî íåïðåðûâíî, òî ìîæíî çàôèêñèðîâàòü δ > 0, ïðè

êîòîðîì ||F (t0)ϕn − F (t)ϕn|| ≤ M · ε
3M

||F (t0)||·||Ψ−ϕn||C∞(R)+||F (t0)ϕn−F (t)ϕn||C∞(R)+||F (t)||·||ϕn−Ψ||C∞(R) ≤
M · ε

3M + M · ε
3M + M · ε

3M = ε

Ãäå M íàèáîëüøàÿ èç ||F (t0)|| è ||F (t)||.
Ξ

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïî ×åðíîâó ñåìåéñòâà F (t) äëÿ
ïîëóãðóïïû T (t) , è

Tt = s- lim
n→∞

[F (t/n)]n.
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2.4 Ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ, ýêâèâàëåíòíûå ïî ×åðíîâó
ïîëóãðóïïå, ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè-Äèðèõëå â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Ïóñòü ε(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ê íóëþ ïðè t >

0, t → 0, òàêàÿ ÷òî ε(t) = o(t). Íàïðèìåð, ε(t) = c arctg(t) äëÿ íåêîòîðîãî
c : 0 < c < 1

πdiam(G). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Gε(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Gε(t) = {x ∈ G : dist(x, ∂G) > ε(t)}. Ïóñòü {ψε(t)(x)}t>0 : R → [0, 1] �
ñåìåéñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà G ôóíêöèé, òàêèõ ÷òî ψε(t)(x) =

1 ïðè x ∈ Gε(t), ψε(t)(x) = 0 ïðè x ∈ R \G è ψε(t)(x) ∈ [0, 1] ïðè x ∈ G \Gε(t).
Ïðè t → 0 ñåìåéñòâî ψε(t) àïðîêñèìèðóåò èíäèêàòîð îáëàñòè G â ñìûñëå
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ îïåðàòîðîâ:
F̃ (t)ϕ(x) = F̃2(t)F̃1(t), ãäå
[F̃1(t)ϕ](x) = etc(x) 1√

2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ

è F̃2(t)ϕ(x) = ψε(t)(x)ϕ(x).

F̃1(t) : S(R) → C∞(R)

F̃2(t) : C∞(R) → C0(G)

Êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ, êîððåêòíî îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ϕ ∈ D̃ ⊂ C∞
c (R) ⊂

S(R).
Òàêèì îáðàçîì, F̃ (t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
[F̃ (t)ϕ](x) =

ψε(t)e
tc(x)

√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x)) ˆ̃ϕ(ξ)dξ.

Òåîðåìà 2.10. Ïóñòü (T̃t)t≥0 � ñèëüíî íåïðåðûâíàÿ ïîëóãðóïïà íà
ïðîñòðàíñòâå C0(G), ðàçðåøàþùàÿ çàäà÷ó Êîøè-Äèðèõëå (2.2). Òîãäà
ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ (F̃ (t))t≥0 ýêâèâàëåíòíî ïî ×åðíîâó ýòîé ïîëóãðóïïå,
òî åñòü T̃t = s- lim

n→∞
[F̃ (t/n)]n.

Äîêàçàòåëüñòâî:
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Â ïåðâóþ î÷åðåäü, äîêàæåì, ÷òî ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå F̃ (t), íà
ñóùåñòâåííîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû, ñîâïàäàåò ñ
ãåíåðàòîðîì ïîëóãðóïïû 1

2∆af(x) + b(x)∇f(x) + c(x)f(x) ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ G .

Ïîêàæåì, ÷òî [F̃ (t)ϕ](x) = ϕ(x) + tLϕ(x) + o(t) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G ïðè
t → 0.

Ïðåæäå âñåãî, ïî ëåììå 2.4

F̃ (t)ϕ̃(x) = F̃2(t)F̃1(t) = F̃2(t)[ϕ̃(x) + t
2∆aϕ̃(x) + tb(x)∇ϕ̃(x) + tc(x)ϕ̃(x) +

o(t)] =

= ψε(t)(ϕ̃(x) + t
2∆aϕ̃(x) + tb(x)∇ϕ̃(x) + tc(x)ϕ̃(x) + o(t))

äëÿ ëþáîãî ϕ̃ ∈ S(R) ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R.

Ïðè x ∈ Gε(t), ψε(t)(x) = 1 è
[F̃ (t)ϕ](x) = ϕ(x) + 1

2∆aϕ(x) + b(x)∇ϕ(x) + c(x)ϕ(x) + o(t) ðàâíîìåðíî ïî
x ∈ Gε(t), ïðè t → 0.

Ïðè x ∈ R \G, ψε(t)(x) = 0 è
[F̃ (t)ϕ](x) = 0 = ϕ(x) + 1

2∆aϕ(x) + b(x)∇ϕ(x) + c(x)ϕ(x) + o(t)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R \G ïðè t → 0.
Åñëè x ∈ G \Gε(t), òî
|F̃ (t)ϕ(x)− ϕ(x)− tLϕ(x)| = |(1− ψε(t)(x))(ϕ(x) + tLϕ(x)) + o(t)|,
ïðè t → 0.

Ôóíêöèþ ϕ ∈ D íà ìíîæåñòâå G \ Gε(t) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ G. Ðàçëîæåíèå ïðèìåò âèä:

ϕ(x) = ϕ(x∗)+ϕ(1)(θx+(1−θx∗))(x−x∗) , ãäå x∗ ∈ ∂G òàêîå ÷òî ||x−x∗|| ≤
o(t).
|ϕ(x)| =

∣∣ϕ(1)(θx + (1 − θx∗))(x − x∗)
∣∣ ≤ |ϕ(1)(θx + (1 − θx∗))|o(t) ≤ o(t)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G \ Gε(t). Òàê êàê Lϕ ∈ C∞
0 (G) òî ïðè t → 0, Lϕ(x) → 0

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G \Gε(t).
Ñëåäîâàòåëüíî, |F̃ (t)ϕ(x) − ϕ(x) − tLϕ(x)| ≤ o(t), ðàâíîìåðíî ïî x ∈

G \Gε(t).
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ϕ ∈ D ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G ïðè t → 0 âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

F̃ (t)ϕ(x) = ϕ(x) + tLϕ(x) + o(t).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â íóëå íà ìíîæåñòâå D,
ñîâïàäàåò ñ ãåíåðàòîðîì ðàçðåøàþùåé ïîëóãðóïïû.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ F̃ (t) âûïîëíÿþòñÿ îñòàëüíûå óñëîâèÿ òåîðåìû
×åðíîâà. Ïî òåîðåìå 1.9, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñøèðåíèå F̃ (t) íà
ïðîñòðàíñòâî C0(G) äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå ïîëóãðóïïû
ðàçðåøàþùåé çàäà÷ó Êîøè-Äèðèõëå â âèäå

T̃t = s- lim
n→∞

[ ˜F (t/n)]
n
.

2.5 Ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë
Ôåéíìàíà

Ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ çàäà÷è Êîøè

Ïî Òåîðåìå 2.5 ðåøåíèå f(t, x) çàäà÷è Êîøè 2.1 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
f(0, x) = f0(x), ãäå f -ôóíêöèÿ èç S(R), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå
f(t, x) = lim

n→∞
([F (t/n)]nf0)(x), ãäå

(F (t)ϕ)(x) = etc(x) 1√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x))ϕ̂(ξ)dξ.

Òàêèì îáðàçîì,

f(t, x) = lim
n→∞

1
(2π)n

+∞∫

−∞
...

+∞∫

−∞︸ ︷︷ ︸
2n

e
t
n

n∑
j=1

c(qj−1)
e
i t
n

n∑
j=1

b(qj−1)pj

e
− t

n

n∑
j=1

a(qj−1)p2
j

2

e
i t
n

n∑
j=1

pj(qj−1−qj)×

f0(qn)dqndpndqn−1dpn−1...dq1dp1,
ãäå x = q0.

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Ôåéíìàíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1).
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Ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå

Ïî Òåîðåìå 2.10 ðåøåíèå f(t, x) çàäà÷è Êîøè 2.2 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
f(0, x) = f0(x), ãäå f -ôóíêöèÿ èç C∞

0 (G), ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ôîðìóëå
f(t, x) = lim

n→∞
([F̃ (t/n)]nf0)(x), ãäå

[F̃ (t)ϕ](x) =
ψε(t)(x)etc(x)

√
2π

+∞∫
−∞

e−
a(x)tξ2

2 eiξ(x+tb(x)) ˆ̃ϕ(ξ)dξ

è ôîðìóëà Ôåéíìàíà ïðèìåò âèä:

f(t, x) = lim
n→∞

1
(2π)n

+∞∫

−∞
...

+∞∫

−∞︸ ︷︷ ︸
2n

n∏
j=1

ψε( t
n )(qj−1)e

t
n

n∑
j=1

c(qj−1)
e
i t
n

n∑
j=1

b(qj−1)pj

e
− t

n

n∑
j=1

a(qj−1)p2
j

2 ×

e
i t
n

n∑
j=1

pj(qj−1−qj)
f̃0(qn)dqndpndqn−1dpn−1...dq1dp1,

ãäå x = q0.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ñ ïîìîùüþ
(f̂ , ϕ) = (f, ϕ̂)

ãàìèëüòîíîâà ôîðìóëà Ôåéíìàíà ïðåîáðàçóåòñÿ ê ëàãðàíæåâîé

f(t, x) = lim
n→∞

∫
G

...
∫
G

e
t
n

n∑
j=1

V (xj−1)
e

n∑
j=1

b(xj−1)(xj−xj−1)

a(x) ×
pa(t/n, x0, x1)...pa(t/n, xn−1, xn)f0(xn)dx1...dxn,

ãäå x = x0,
V (x) = c(x)− tb(x)2

2a(x) .
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Ãëàâà 3

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Ôåéíìàíà äëÿ
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû Ôåéíìàíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, óäîáíåå èñïîëüçîâàòü
ëàãðàíæåâó ôîðìóëó Ôåéíìàíà [ñì.[ÁÃÑ]]. Öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
òàêîé ôîðìóëû îáóñëîâëåíà îòñóòñòâèåì êîìïëåêñíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî
ôîðìóëàì Ôåéíìàíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîçäàíèåì àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî
íàõîæäåíèå ïðåäåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè-Äèðèõëå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê æå íàõîæäåíèåì
ïðåäåëà êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷å íà÷àëüíûõ
è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â äàííîé ðàáîòå, ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì
ðåàëèçîâàí â ñðåäå MATLAB. Ïðåäñòàâëåíèå äàííîãî ðåøåíèÿ ÷èñëåííûì
ìåòîäîì îòðàæàåò äèíàìèêó ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, è
ïîçâîëÿåò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå äåëàòü âûâîäû î ðåøåíèÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, à òàê æå ïåðåìåííûõ a(x), b(x) è c(x).
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3.1 Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ðåàëèçîâàí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ïîëó÷èòü â âèäå ìàññèâà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè,
ÿâëÿþùåéñÿ n-ì ÷ëåíîì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðàëîâ ôîðóëû Ôåéíìàíà.

Ïîñòðîåí àëãîðèòì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ

f(x, t), òî â òåëå ïðîãðàììû ñîçäàåòñÿ ïóñòîé ìàññèâ W ïðåäóñìîòðåííûé
äëÿ çíà÷åíèé f(x, t). Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðíîñòü ìàññèâà áóäåò
îïðåäåëÿòüñÿ ÷èñëîì òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ f(x, t) âû÷èñëÿþòñÿ.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, îáëàñòü G ⊂ R è
èíòåðâàë âðåìåíè [0, t0] ðàçáèâàþòñÿ íà N + 1 òî÷êó, ñ èíòåðâàëîì 1

N .
Êîîðäèíàòû òî÷êè ðàçáèåíèÿ, çàïèñûâàþòñÿ â îïðåäåëííûõ äëÿ ýòîãî
îäíîìåðíûõ ìàññèâàõ. Â äàííîì ñëó÷àå, çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ, çàïèñûâàþòñÿ â ìàññèâ X à çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò èíòåðâàëà
âðåìåíè â ìàññèâ T . Âîçìîæíî, ïðèìåíåíèå íåðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ
îáëàñòåé, åñëè ýòî îáóñëîâëåííî ñïåöèôèêîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è Êîøè.

Äàëåå, â òåëå ïðîãðàììû,(ñì. Ïðèëîæåíèå 1) ñîçäàíû äâà âëîæåíûõ
öèêëà. Ïåðâûé, îáåñïå÷èâàåò êðàòíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Âòîðîé, âëîæåí
â ïåðâûé è îáåñïå÷èâàåò âûçîâ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ
îñóùåñòâëÿåò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â
ôîðìóëå Ôåéíìàíà. Ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ, çàïèñûâàåòñÿ â ìàññèâ W .

Â êà÷åñòâå ãëîáàëüíîé ïåðåìåííîé, îáúÿâëÿåòñÿ ìàññèâ I, êîòîðîìó
íà êàæäîé n-é èòåðàöèè âåðõíåãî öèêëà, ïðèñâàåâàåòñÿ çíà÷åíèå ìàññèâà
W , ïîëó÷åííîãî íà (n− 1)-é èòåðàöèè âåðõíåãî öèêëà. Öåëüþ ìàññèâà I,
ÿâëÿåòñÿ õðàíåíèå äàííûõ î çíà÷åíèÿõ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ôîðìóëå
Ôåéíìàíà, ïîäëåæàùåé èíòåãðèðîâàíèþ íà n-é èòåðàöèè. Â ÷àñòíîñòè, íà 1-é
èòåðàöèè, I ñîäåðæèò â ñåáå äàííûå î çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè f0(x).

Ñòîèò óäåëèòü âíèìàíèå àïïàðàòó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ,
èñïîëüçîâàííîìó â ïðîãðàììå.
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî îäíó èòåðàöèþ âíåøíåãî öèêëà. Ïóñòü çàäàí öèêë,
ïðîáåãàþùèé èíäåêñû k îò 1 äî ′′NN ′′. Ãäå ′′NN ′′-êðàòíîñòü èíòåãðàëà â
ôîðìóëå Ôåéíìàíà. Ïóñòü k = 1. Íà ïåðâîì øàãå âíóòðåííèé öèêë (êîòîðûé
ôàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàí â âèäå äâóõ âëîæåíûõ öèêëîâ) ïåðåäàåò çíà÷åíèÿ
îäíîìåðíûõ ìàññèâîâ X è T . À èìåííî, íà ïåðâîé èòåðàöèè âíóòðåííåãî
öèêëà, áóäóò ïåðåäàíû çíà÷åíèÿ ÿ÷ååê T (1), X(1) ôóíêöèè W (i, j) =

srednih(X(i), T (j)). Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (ñì.Ïðèëîæåíèå 2)
ôóíêöèþ äâóõ àðãóìåíòîâ X(i), T (j), êîòîðîé â êà÷åñòâå ãëîáàëüíûõ
ïåðåìåííûõ ïåðåäàþòñÿ: êðàòíîñòü èíòåãðàëà, ìàññèâ X è ÷èñëî òî÷åê
ðàçáèåíèÿ îáëàñòè G. Òàêæå, â ôóíêöèè srednih ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â ôîðìóëå Ôåéíìàíà ïî îáëàñòè
G ìåòîäîì ñðåäíèõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ çíà÷åíèÿ
ìàññèâîâ X(1), T (1), ôîðìóëà srednih âû÷èñëÿåò èíòåãðàë

f(t0, x0) = 1√
2πa(x0)

t0
NN

e
t0

NN c(x0)
∫
G

e
− (y−(x0+

t0
NN

b(x0)))2

2a(x0)
t0

NN ϕ(y)dy.

Çíà÷åíèå èíòåãðàëà çàïèñûâàåòñÿ â ìàññèâ W (i, j), ãäå j- èíäåêñû ÿ÷ååê
ìàññèâà T , à i� èíäåêñû ÿ÷ååê ìàññèâà X.

Âíóòðåííèé öèêë òåëà ïðîãðàììû ïðîáåãàåò èíäåêñû (i, j). Âíåøíèé
èíäåêñ öèêëà- j. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå T (j) âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
f(t0, x), ãäå x - ïðîáåãàåò ìàññèâ X. Çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ñîõðàíÿþòñÿ â
ñòîëáöàõ ìàññèâà W .

Çàâåðøàåòñÿ ïåðâàÿ èòåðàöèÿ âíåøíåãî öèêëà òåëà ïðîãðàììû, ïîñëå òîãî
êàê çàâåðøèëñÿ âíóòðåííèé öèêë è ñôîðìèðîâàí ìàññèâ W .

Íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè âíåøíåãî öèêëà, ìàññèâó I, ïðèñâàåâàåòñÿ
çíà÷åíèå W (:, j), è çàïóñêàåòñÿ âíóòðåííèé öèêë òåëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì t0, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåãðàë

f(t0, x) = 1√
2πa(x) t0

NN

e
t0

NN c(x)
∫
G

e
− (y−(x+

t0
NN

b(x)))2

2a(x)
t0

NN ϕ(t0, y)(y)dy,

ãäå ϕ(y, t0) = W (:, j) à x = X.
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà êðàòíîñòè ′′NN ′′ ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé, ïîñëåäîâàòåëüíîå ôîðìèðîâàíèå ìàññèâà W ′′NN ′′-ðàç. Ïðè ýòîì, äëÿ
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ôîðìèðîâàíèÿ W íà k-é èòåðàöèè, èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ W íà (k − 1)-é
èòåðàöèè âíåøíåãî öèêëà.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ′′NN ′′- èòåðàöèé âíåøíåãî öèêëà, â ïðîãðàììå
ïðåäóñìîòðåíî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ f(t, x). Îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèåé Mesh(W,T, X).

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî çàâèñèò îò ÷àñòîòû ðàçáèåíèÿ x è
t.

Â äàííîé ðàáîòå, íå ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé
ïðè èíòåãðèðîâàíèè è òàêæå íå âû÷èñëÿåòñÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ.

Èññëåäîâàíèÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãîñÿ áåç âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ è ïðè
ýòîì îáëàäàþùåãî âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèé,
ñòðåìÿùèõñÿ ê íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé. Ýòî òðåáîâàíèå îáóñëîâëåíî
òåì, ÷òî ïðè t → 0, ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ôîðìóëå Ôåéíìàíà
ñòðåìèòñÿ ê δ-ôóíêöèè Äèðàêà.

Âû÷èñëåíèå ïðåäåëà êîíå÷íêðàòíûõ èíòåðàëîâ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, òðåáóþùåé äîïîëíèòåëüíûõ
èññëåäîâàíèé. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî, õîòÿ ñîçäàíèå
ïðîãðàììû, âû÷èñëÿþùåé ïðåäåë èíòåãðàëîâ è íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè,
âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ áóäåò âåñüìà òðóäîåìêèì.

3.2 ×èñëåííîå ðåøåíèå íåêîòîðûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷

Äëÿ îöåíêè ñîñòîÿòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî
ôîðìóëå Ôåéíìàíà, ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè-Äèðèõëå,
íà îòðåçêå [0, π/2].





∂f
∂t (t, x) = 1

2∆f(t, x) t ≥ 0, x ∈ G

f(0, x) = sin(x) x ∈ G

f(t, x) = 0 t ≥ 0, x ∈ ∂G

(3.1)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ òàêèìè óñëîâèÿìè ïðèìåò âèä

f(t, x) = lim
n→∞

π
2∫
0

...

π
2∫
0

pa(t/n, x0, x1)...pa(t/n, xn−1, xn) sin(xn)dx1...dxn

ãäå x = x0,

Pa(x, y, t/n) = e
− (x−y)2

2ta(x)√
2πta(x)

Äëÿ ñðàâíåíèÿ, çàïðîãðàììèðîâàííî ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷åííîå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå
äëÿ òàêîé çàäà÷è áóäåò ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà.

f(t, x) = 2
π

∞∑
n=1

e−2n2t

π
2∫
0

sin x sin 2nxdx sin 2nx =
∞∑

n=1

cos(nπ)
π [ 4n

1−4n2 ] sin(2nx).
Íåñîãëàñîâàííîñòü íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûáðàíà íå ñëó÷àéíî,

à ñ öåëüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âèä ðåøåíèÿ äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ, è íàãëÿäíî
îöåíèòü õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ðåøåíèé. Âûáîð çíà÷åíèé a(x) = 1; b(x) =

0; c(x) = 0; òàêæå ñäåëàí â öåëÿõ íàãëÿäíîñòè ðåøåíèé.

Èòîã ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.1 ïî ôîðìóëå Ôåéíìàíà äåìîíñòðèðóþò
ãðàôèêè(1.1;1.2;1.3). Ðåøåíèå ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâëåíî
íà ãðàôèêàõ ((2.1;2.2;2.3)).

Ïðè ÷èñëåííîì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà, õàðàêòåð ñõîäèìîñòè,
â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà èñïîëüçóåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà çàìåòíî îòðàæàåòñÿ íà
âûïîëíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå ôîðìóëîé Ôåéíìàíà, äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð
ñõîäèìîñòè èíîãî ðîäà. Òàê, âûïîëíåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåòñÿ
â îñíîâíîì âûáîðîì ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ. Î ïðîáëåììå âûáîðà ìåòîäà
èíòåãðèðîâàíèÿ óïîìèíàëîñü âûøå.

Ãðàôèêè íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðåøåíèå,
ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå Ôåéíìàíà èìååò èíîé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè, ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ðåøåíèé. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ñòàâèò âîïðîñ
î èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëå Ôåéíìàíà, äëÿ
âûäåëåíèÿ çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ òàêèì ñïîñîáîì îêàçàëîñü áû íàèáîëåå
öåëåñîîáðàçíûì.
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