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о квалификационноЙ работе flубинного А.А.

<<Построение полугрупп неоднородного сдвига на пространствах

непрер ывных отобраrкен и й>

В квалификационной работе flубинного А.А. исследуется задача

построения полугруппы, разрешающей задачу Коши мя
дифференциального уравнения с частными производными первого порядка

и переменными коэффициентами, так называемой полугруппы

операторов неоднородного сдвига, действующих в замкнугой области

банахова пространства. В работе получен ряд результатов о взаимосвязи

рассматриваемой задачи с задачей построения однопараметрической
полугруппы, разрешающей задачу Коши цlя обыкновенного

дифференциального уравнения первого порядка. В некоторьlх случаях такая

взаимосвязь позволяет построить полугруппу неоднородного сдвига явным

образом. Результаты работы являются новыми, представляют научный

интерес и заслуживают того, чтобы быть опубликованными. Текст работы
содержит незначительньlе опечатки, но, в тоже время, он написан

продуманно и аккуратно с математической точки зрения. В качестве

квалифика цион но й работа заслуживает оцен ки отлично.
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Ââåäåíèå

Ïîëóãðóïïû ñäâèãà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ ïîëóãðóïï, îïðåäåëåííûõ íà ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèþ ñäâèãà àðãóìåíòà. Ñëå-
äóÿ [5], ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü ϕ(x), ϕ : R 7→ R - ëþ-
áàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé ëåâûõ ñäâèãîâ íàçûâàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt, êîòîðûå ÷èñëó t ≥ 0 è äàííîé ôóíêöèè
ϕ ñîïîñòàâëÿþò ôóíêöèþ Ttϕ : (Ttϕ)(x) = ϕ(x + t), x ∈ R. Ëåãêî âè-
äåòü ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt îáðàçóåò ïîëóãðóïïó, òî åñòü âûïîë-
íÿåòñÿ ∀t, s ≥ 0 : TtTs = Tt+s. Ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû ëåâûõ ñäâèãîâ
AT (ϕ) = lim

t→+0

Ttϕ−T0ϕ
t = ϕ′ ýòî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äàííîé ôóíêöèè ϕ

ñîïîñòàâëÿåò åå ïðîèçâîäíóþ ϕ′, åñëè îíà ñóùåñòâóåò íà R. Ïîñêîëüêó ïðå-
äåë â îïðåäåëåíèè ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû áåðåòñÿ â íîðìå ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(AT ) - ìíîæåñòâî
ôóíêöèé ϕ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ êîòîðûõ ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ïðèíàä-
ëåæèò ýòîìó æå ïðîñòðàíñòâó - çàâèñèò îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâà.

Â îïðåäåëåíèè ïîëóãðóïïû ëåâûõ ñäâèãîâ äàííîì âûøå ñäâèã àðãóìåíòà
ôóíêöèè çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðà t îïåðàòîðà Tt ñåìåéñòâà îòîáðàæå-
íèé, è íå çàâèñèò îò òî÷êè x â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ϕ.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ïîëóãðóïï ñäâèãà, çàêëþ÷àþ-
ùååñÿ â òîì ÷òî ñäâèã àðãóìåíòà çàâèñèò òàêæå è îò x (ïîýòîìó ïðåäëàãà-
åòñÿ íàçâàíèå "ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà"). Èìåííî, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt, êîòîðîå ÷èñëó t ≥ 0
è äàííîé ôóíêöèè ϕ ñîïîñòàâëÿåò íîâóþ ôóíêöèþ Ttϕ, îïðåäåëåííóþ ïî
ôîðìóëå

(Ttϕ)(x) = ϕ(U(t, x)) (1)

ãäå U :
(
R+

0 ×Dom(ϕ)
)
7→ Dom(ϕ) � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå (2)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Ut - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîëóãðóïïà, òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt - òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîëóãðóïïà. Ìåæäó ãåíåðàòîðàìè AT è AU ïîëóãðóïï Tt è Ut èìååòñÿ ïðî-
ñòîå ñîîòíîøåíèå, âûòåêàþùåå èç ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçè-
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öèè îòîáðàæåíèé:

∀ϕ ∈ Dom(AT ) ∩ C1(Dom(ϕ)),∀x ∈ Dom(AU ) :

(AT (ϕ))(x) = ϕ′(x) ·AU (x)
(3)

Ñîîòíîøåíèå (3) ïîçâîëÿåò ÿâíûì îáðàçîì óêàçàòü âèä ïîëóãðóïïû Tt â òîì
ñëó÷àå êîãäà èçâåñòíî ÷òî åå ãåíåðàòîð èìååò âèä (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x),
ãäå f - çàäàííîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäóåò ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî íå äëÿ âñÿêîãî
çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò ïîëóãðóïïà Ut òàêàÿ, ÷òî åå ãåíåðàòîð
AU ðàâåí f .

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèé AU è f çàâèñÿò
îò òîãî ïðîñòðàíñòâà (ëèáî ìíîæåñòâà) ôóíêöèé Φ = Dom(Tt) íà êîòîðîì
îïðåäåëåíà ïîëóãðóïïà Tt. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðà-
íåííûé â ïðèëîæåíèÿõ ñëó÷àé êîãäà ôóíêöèè ϕ èç Φ = Dom(Tt) îïðåäåëå-
íû íà çàìûêàíèè Ω íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà Ω ⊆ X áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå f : Ω 7→ X. Îòîáðàæåíèå f äîïóñêàåò èí-
òåðïðåòàöèþ êàê ïîëå íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿþùåå êàñàòåëüíûé âåêòîð ê
òðàåêòîðèÿì ðåøåíèé ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è Êîøè:

d

dt
U(t, x) = f(U(t, x)), 0 ≤ t ≤ T

U(0, x) = x ∈ Ω
(4)

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (4) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèé x ∈ Ω â òå÷åíèè íåîãðàíè÷åííîãî âðåìåíè è ñîîòâåòñòâóþùèå
òðàåêòîðèè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Ω, òî ñåìåéñòâî òðà-
åêòîðèé ðåøåíèé U(t, x) îïðåäåëÿåò ïîëóãðóïïó Ut, îòîáðàæàþùóþ
ìíîæåñòâî Ω â ñåáÿ, òàêóþ ÷òî åå ãåíåðàòîð AU îïðåäåëåí íà âñåì Ω
è ∀x ∈ Ω : AU (x) = f(x).

2. Åñëè êðîìå òîãî äëÿ âñåõ îòîáðàæåíèé ϕ ∈ Φ = Dom(Tt) è äëÿ âñåõ
t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

(Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) ∈ Φ (5)

òî òîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt îïðåäåëÿåò
ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ ìíîæåñòâî ôóíêöèé Φ = Dom(Tt) â ñåáÿ
ñ ãåíåðàòîðîì, îïðåäåëåííûì ôîðìóëîé (3).

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà Tt â òîì ñëó÷àå êîãäà îáëàñòüþ åå
îïðåäåëåíèÿ Φ = Dom(Tt) ÿâëÿåòñÿ:

1. C0
b (Ω, Y ) - ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

Ω 7→ Y , ãäå Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
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2. C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) - ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé Ω 7→ Y , êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Ω.
Ïîëóãðóïïà íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà îïðåäåëåíà â òîì ñëó÷àå åñëè ãðà-
íèöà ∂Ω óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííûì òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè, à ïîëå
íàïðàâëåíèé f êàñàåòñÿ ∂Ω âî âñåõ òî÷êàõ ãðàíèöû.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ ïîëóãðóïïà íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà Tt,
îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (1) íà ïðîñòðàíñòâàõ âûøå íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî
íåïðåðûâíîé, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ êîãäà Ω - îãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X = Rn.

Êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîåíî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
Dom(AT ) ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû Tt.

Ïðèâåäåí ïðèìåð ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Φ = Dom(Tt) ïî-
ëóãðóïïû Tt íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
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Îáîçíà÷åíèÿ

� M(A,B) - ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A 7→ B èç ïðîèçâîëüíîãî
ìíîæåñòâà A â ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî B.

� C(X,Y ) èëè C0(X,Y ), - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé èç
ïðîñòðàíñòâà X â Y ; ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî â X è Y çàäàíà íåêîòîðàÿ
òîïîëîãèÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû èìåëî ñìûñë ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîñòè.

� C0
b (M,Y ) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîá-

ðàæåíèé ϕ : M 7→ Y , ãäå M ⊆ X, à X,Y - íîðìèðîâàí-
íûå ïðîñòðàíñòâà; íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C0

b (M,Y ) îïðåäåëåíà êàê
‖ϕ‖ = sup

x∈X
‖ϕ(x)‖Y .

� £(X,Y ) - ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ îòîáðà-
æàþùèõ ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X â ëèíåéíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y . Íîðìà â £(X,Y ) - ýòî íîðìà ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà.

� òî÷êà (·) îáîçíà÷àåò ñâîáîäíûé àðãóìåíò ôóíêöèè â òîì ñëó÷àå êîãäà
ìû èç ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ äåëàåì ôóíêöèþ ìåíüøåãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ, ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ. Íàïðèìåð,
åñëè U(t, x) - ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ, òî U(t, ·) - ýòî ôóíêöèÿ îäíîé
ïåðåìåííîé x ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé t.

� Dom - îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ

� Ran - îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ

� R+
0 - ìíîæåñòâî [0,+∞) íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

12



Ãëàâà 1

Èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ

1.1 Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé íà ìíîæå-

ñòâå

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü X,Y - íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, M ⊆ X
- ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî X. Ïóñòü F : M 7→ Y - îòîáðàæåíèå, îïðå-
äåëåííîå íà ìíîæåñòâå M è ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Y .
Îòîáðàæåíèå F áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûì íà ìíîæåñòâå M â
òî÷êå x0 ∈ M åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî
δ > 0 ÷òî óñëîâèÿ x ∈M, ‖x− x0‖ < δ âëåêóò ‖F (x)− F (x0)‖ < ε.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Åñëè â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1.1.1 îòîáðàæåíèå F
íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå M â êàæäîé òî÷êå x0 ∈M , òî ìû áóäåì ïðî-
ñòî ãîâîðèòü ÷òî îòîáðàæåíèå F íåïðåðûâíî íà ìíîæåñòâå M .

1.2 Ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. [4, ãë. X, �1, ï.1] Ïóñòü X,Y - íîðìèðîâàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïóñòü O ⊆ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X. Ïóñòü F : O 7→ Y
- îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå O è ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå Y . Îòîáðàæåíèå F íàçûâàåòñÿ ñèëüíî äèôôåðåíöèðó-
åìûì â òî÷êå x ∈ O, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé
îïåðàòîð Lx ∈ £(X,Y ), ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ > 0
÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà h ∈ X íåðàâåíñòâî ‖h‖ < δ âëå÷åò

‖F (x+ h)− F (x)− Lxh‖ ≤ ε‖h‖ (1.1)

÷òî òàêæå çàïèñûâàþò êàê

‖F (x+ h)− F (x)− Lxh‖ = o(h) (1.2)
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Ëèíåéíóþ ÷àñòü Lx · h ïðèðàùåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F , êîòîðàÿ ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì h ∈ X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y , íàçûâà-
þò ñèëüíûì äèôôåðåíöèàëîì (äèôôåðåíöèàëîì Ôðåøå) îòîáðà-
æåíèÿ F â òî÷êå x. Ëèíåéíûé îïåðàòîð Lx íàçûâàþò ñèëüíîé ïðîèç-
âîäíîé(ïðîèçâîäíîé Ôðåøå) îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x.

Äàëåå äëÿ ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ F ′(x) èëè
d
dxF (x).

Îãðàíè÷åííîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Lx îçíà÷àåò ÷òî íîðìà îïåðàòîðà
êîíå÷íà:

‖Lx‖ = sup
06=h∈X

‖Lxh‖
‖h‖

<∞ (1.3)

Äîîïðåäåëèì ïîíÿòèå ñèëüíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà:

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ïóñòü X,Y - íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, O ⊆ X
- îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, O - çàìûêàíèå O. Ïóñòü F : O 7→ Y - îòîá-
ðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå O è ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå Y . Ïóñòü x - ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà O,
òî åñòü â ñêîëü óãîäíî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè íàéäóòñÿ òî÷êè êàê ïðèíàä-
ëåæàùèå òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå O. Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå F
ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå x, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ìîæíî
óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ h ∈ X òàêèõ ÷òî ‖h‖ < δ
è x+ h ∈ O âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖F (x+ h)− F (x)− Lxh‖ ≤ ε‖h‖

Ñèëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ãðàíè÷íîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ îáîáùàåò ïîíÿòèå îäíîñòîðîííåé ïðîèçâîäíîé äëÿ ÷èñëîâîé
ôóíêöèè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà.

Åñëè îòîáðàæåíèå F : O 7→ Y èìååò ñèëüíóþ ïðîèçâîäíóþ âî âñåõ òî÷-
êàõ x ∈ O, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî îòîáðàæåíèå F ñèëüíî äèôôåðåí-

öèðóåìî íà ìíîæåñòâå O. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
ñèëüíîé ïðîèçâîäíîé [4, ãë. X, �1, ï.1]:

Ïðåäëîæåíèå 1.2.3 (Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè). Ïóñòü X,Y, Z -
òðè íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâà, U(x0) - îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 ∈ X, F
- îòîáðàæåíèå ýòîé îêðåñòíîñòè â Y , y0 = F (x0), V (y0) - îêðåñòíîñòü
òî÷êè y0 ∈ Y , G - îòîáðàæåíèå ýòîé îêðåñòíîñòè â Z. Òîãäà, åñëè îòîá-
ðàæåíèå F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x0, à G äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå y0,
òî îòîáðàæåíèå H = GF (êîòîðîå îïðåäåëåíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0) äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x0 è

H ′(x0) = G′(y0)F ′(x0) (1.4)

Ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è â ñëó÷àå êîãäà êîãäà îòîáðàæå-
íèÿ F,G (è ñëåäîâàòåëüíî H) îïðåäåëåíû íå â îòêðûòûõ îêðåñòíîñòÿõ íî â
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èõ ïîäìíîæåñòâàõ - äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè ðàçíîñòè ïðèðà-
ùåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè H è åå äèôôåðåíöèàëà íå ìåíÿåòñÿ, ëèøü ñóæà-
åòñÿ ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ àðãóìåíòîâ îòîáðàæåíèé F, G è èõ êîì-
ïîçèöèè H íà òå, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèé îïðåäåëåíû.

1.2.1 Ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé äëÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé.

Ïðåäëîæåíèå 1.2.4. [4, ãë. X, �3, ï.3] Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, U ⊂ X - ïîäìíîæåñòâî X. Ïóñòü îòîáðàæåíèå F : U 7→ Y äèôôå-
ðåíöèðóåìî íà ìíîæåñòâå U . Ïóñòü òî÷êè x0, x ïðèíàäëåæàò U âìåñòå
ñ ñîåäèíÿþùèì èõ îòðåçêîì. Òîãäà

‖F (x)− F (x0)‖ ≤ ‖x− x0‖ · sup
0≤θ≤1

‖F ′(x0 + θ(x− x0))‖ (1.5)

Â îáîçíà÷åíèÿõ óòâåðæäåíèÿ âûøå ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

G(x) = F (x)− F ′(x0)(x− x0)

Åãî ïðîèçâîäíàÿ G′(x) = F ′(x)− F ′(x0), G′(x0) = 0, G(x0) = F (x0). Ïðèìå-
íÿÿ ê îòîáðàæåíèþ G ôîðìóëó (1.5), ïîëó÷àåì

‖G(x)−G(x0)‖ ≤ ‖x− x0‖ · sup
0≤θ≤1

‖G′(x0 + θ(x− x0))‖

òî åñòü

‖F (x)−F (x0)−F ′(x0)(x−x0)‖ ≤ ‖x−x0‖· sup
0≤θ≤1

‖F ′(x0 +θ(x−x0))−F ′(x0)‖

(1.6)

1.2.2 Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, F : X 7→ Y - äèôôåðåíöèðóåìîå îòîá-
ðàæåíèå X â Y . Åãî ïðîèçâîäíàÿ F ′(x) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X
åñòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà £(X,Y ) îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
òî åñòü F ′ : X 7→ £(X,Y ) åñòü îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî
£(X,Y ). Åñëè ýòî îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöèðóåìî, òî åãî ïðîèçâîäíàÿ íà-
çûâàåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ F è îáîçíà÷àåòñÿ F ′′. Òàêèì
îáðàçîì, F ′′(x) åñòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà £(X,£(X,Y )) ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ èçX â £(X,Y ). Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà £(X,£(X,Y ))
äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèþ â âèäå áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. [4, ãë. X, �1, ï.8] Ïóñòü X,Y - íîðìèðîâàííûå ëè-
íåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Ãîâîðÿò ÷òî çàäàíî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
B ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî Y , åñëè êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå
x, x′ èç X ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò y = B(x, x′) ∈ Y òàê ÷òî âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ
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1. Îòîáðàæåíèå B(x, x′) ëèíåéíî ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ

2. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî M > 0 ÷òî

∀x, x′ ∈ X : ‖B(x, x′)‖ ≤M‖x‖‖x′‖ (1.7)

Íàèìåíüøåå èç ÷èñåë äëÿ êîòîðîãî âåðíî (1.9) íàçûâàåòñÿ íîðìîé áèëè-
íåéíîãî îòîáðàæåíèÿ B è îáîçíà÷àåòñÿ ‖B‖.

Âòîðîå óñëîâèå ðàâíîñèëüíî íåïðåðûâíîñòè B ïî ñîâîêóïíîñòè àðãó-
ìåíòîâ.

Åñëè îáû÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä áè-
ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè, òî áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X
â ïðîñòðàíñòâî Y ñàìè îáðàçóþò ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî,
îáîçíà÷àåìîå B(X2, Y ). Îíî ïîëíî åñëè ïîëíî ïðîñòðàíñòâî Y .

Êàæäîìó ýëåìåíòó A ïðîñòðàíñòâà £(X,£(X,Y )) ìîæíî ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò èç B(X2, Y ) ïîëîæèâ

B(x, x′) = (Ax)x′ (1.8)

Îáðàòíî, åñëè çàäàíî áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå B, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì
x ∈ X îòîáðàæåíèå x′ 7→ B(x, x′) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó x′ ∈ X ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà £(X,Y ), òî åñòü áèëèíåéíîìó îòîáðàæåíèþ B ìîæíî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà £(X,£(X,Y )). Óêà-
çàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè £(X,£(X,Y )) è B(X2, Y ) ëè-
íåéíî. Ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî îíî òàêæå èçîìåòðè÷íî, è îñóùåñòâëÿåò âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Òàêèì îáðàçîì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ F : X 7→ Y , êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà £(X,£(X,Y )), ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòîì
ïðîñòðàíñòâà B(X2, Y ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü òðåòüþ, ÷åòâåðòóþ è ò.ä ïðî-
èçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ F : X 7→ Y , îïðåäåëèâ n-þ ïðîèçâîäíóþ êàê ïðîèç-
âîäíóþ îò ïðîèçâîäíîé (n − 1)-ãî ïîðÿäêà. n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà £(X, ...£(X,Y )). Êàæäîìó ýëåìåíòó ýòîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæíî ñîïîñòàâèòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà N(Xn, Y ) n-ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé X â Y .

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. [4, ãë. X, �1, ï.8] n-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì N ïðî-
ñòðàíñòâà X â Y íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå óïîðÿäî÷åííîìó íà-
áîðó èç n ýëåìåíòîâ (x1, ..., xn) ïðîñòðàíñòâà X ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíò
y = N(x1, ..., xn) ∈ Y , êîòîðîå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó xj ïðè
ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ, è óäîâëåòâîðÿåò äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà M > 0
óñëîâèþ

∀xj ∈ X, j = 1...n : ‖N(x1, ..., xn)‖ ≤M‖x1‖ · ... · ‖xn‖ (1.9)

Òàêèì îáðàçîì, n-þ ïðîèçâîäíóþ îòîáðàæåíèÿ F : X 7→ Y ìîæíî ñ÷è-
òàòü ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà N(Xn, Y ).
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1.3 Èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. [4, ãë. X, �1, ï.7] Ïóñòü Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
[a, b] ⊂ R îòðåçîê íà âåùåñòâåííîé îñè, F : [a, b] 7→ Y - îòîáðàæåíèå ýòî-
ãî îòðåçêà â ïðîñòðàíñòâî Y . Èíòåãðàëîì Ðèìàíà îò îòîáðàæåíèÿ F ïî
îòðåçêó [a, b] íàçûâàåòñÿ ïðåäåë (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Y ) èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì

n−1∑
k=0

F (ξk)(tk+1 − tk)

îòâå÷àþùèõ ðàçáèåíèÿì

a = t0 < t1 < ... < tn = b

ïðè ñòðåìëåíèè maxk(tk+1 − tk)→ 0, îáîçíà÷àåìûé∫ b

a

F (t)dt

Èíòåãðàë îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò ïðî-
ñòðàíñòâà Y . Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðîâîäèìûì äëÿ èíòåãðàëà îò
ôóíêöèé ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ÷òî èíòåãðàë îò
ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå, ñóùåñòâóåò. Îí îáëàäàåò îáû÷íûìè
ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà îò ôóíêöèé ïðèíèìàþùèõ ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, òà-
êèìè êàê ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü è òåîðåìà îá îöåíêå [4, ãë. X, �1, ï.7]:∥∥∥∥∥

∫ b

a

F (t)dt

∥∥∥∥∥ ≤
∫ b

a

‖F (t)‖dt (1.10)

Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì BC(X,Y ) ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé X â Y ñ òîïîëî-
ãèåé, â êîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ çàäàíû êàê ìíîæåñòâà

Un,ε = {F ∈ BC(X,Y ) : sup
‖x‖≤n

‖F (x)‖ < ε}

Íà ïîäïðîñòðàíñòâå £(X,Y ) ⊂ BC(X,Y ) âñåõ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé X â Y ýòà òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé çàäàâàåìîé îïå-
ðàòîðíîé íîðìîé.

Ïóñòü J = [x0, x0 + ∆x] - ïðÿìîëèíåéíûé îòðåçîê â X è çàäàíî íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå F : J 7→ BC(X,Y ), òî åñòü êàæäîé òî÷êå x ∈ J îòðåçêà
ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå F (x) ∈ BC(X,Y ), íåïðåðûâíî çàâè-
ñÿùåå îò òî÷êè x. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò F (x) ïî îòðåçêó J
ïîëàãàÿ

x0+∆x∫
x0

F (x)dx =

1∫
0

F (x0 + t∆x)(∆x)dt (1.11)
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Çäåñü F (x0 + t∆x)(∆x) ïðè êàæäîì t ∈ [0, 1] - ýòî ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y ,
ÿâëÿþùèéñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà ∆x ïðè îòîáðàæåíèè F (x0 + t∆x). Ïîñêîëü-
êó F (x0 + t∆x)(∆x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t, òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè
ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà Y .

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2 (Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, [4, ãë. X, �1, ï.7]).
Ïóñòü îòîáðàæåíèå F äåéñòâóåò èç X â Y è èìååò íà îòðåçêå
[x0, x0+∆x] ñèëüíóþ ïðîèçâîäíóþ F ′(x), íåïðåðûâíî çàâèñÿùóþ îò x. Â ñè-

ëó íåïðåðûâíîñòè F ′(x) ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
x0+∆x∫
x0

F ′(x)ds. Èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî
x0+∆x∫
x0

F ′(x)dx = F (x0 + ∆x)− F (x0) (1.12)

1.4 Ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé ñ ñóïðåìóì-íîðìîé

Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè
‖.‖X è ‖.‖Y ñîîòâåòñòâåííî, Ω - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìû-
êàíèå Ω. Ïðîñòðàíñòâîì C0

b (Ω, Y ) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé íà ìíîæåñòâå Ω ñ ñóïðåìóì-íîðìîé ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
íåïðåðûâíûõ íà ìíîæåñòâå Ω (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.1.2) îòîáðàæåíèé
ϕ : Ω 7→ Y èìåþùèõ êîíå÷íóþ íîðìó

‖ϕ‖
Ω

0 = sup
x∈Ω

‖ϕ(x)‖Y (1.13)

Ïðîñòðàíñòâî C0
b (Ω, Y ) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà ÷èñëî îïðåäåëåííûìè êàê
ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä çíà÷åíèÿìè îòîáðàæåíèé. Ëåãêî ïðîâåðèòü
÷òî íîðìà ‖ · ‖Ω0 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì íîðìû. Òàêèì îáðàçîì C0

b (Ω, Y )
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2. Ïðîñòðàíñòâî C0
b (Ω, Y ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñè-

òåëüíî ñõîäèìîñòè ïî ìåòðèêå ïîðîæäåííîé íîðìîé ‖ · ‖
Ω

0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕn ∈ C0
b (Ω, Y ) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖·‖
Ω

0 . Ýòî îçíà÷àåò ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî
óêàçàòü òàêîå n0 = n0(ε) ∈ N ÷òî n1, n2 ≥ n0 âëå÷åò

‖ϕn1 − ϕn2‖Ω0 = sup
x∈Ω

‖ϕn1(x)− ϕn2(x)‖Y < ε (1.14)

Ïîêàæåì ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕn ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ‖·‖Ω0 ê íåêîòîðîìó

ýëåìåíòó ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ).

Ïóñòü x ∈ Ω ôèêñèðîâàíî. Ñîãëàñíî (1.14) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
ϕn(x) ∈ Y ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå Y è, òàê êàê Y -
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áàíàõîâî, ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó y ∈ Y , êîòîðûé ìû ïðèìåì çà
çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ϕ â òî÷êå x: ϕ(x) = limn→∞ ϕn(x).

Äëÿ n ≥ n0(ε) çàïèøåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

‖ϕ(x)− ϕn0
(x)‖ ≤ ‖ϕ(x)− ϕn(x)‖+ ‖ϕn(x)− ϕn0

(x)‖

Òàê êàê limn→∞ ‖ϕ(x) − ϕn(x)‖ = 0, ‖ϕn(x) − ϕn0
(x)‖ < ε à n0 = n0(ε) íå

çàâèñèò îò x, òî â ïðåäåëå ïðè ñòðåìëåíèè n→∞ ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

sup
x∈Ω

‖ϕ(x)− ϕn0(x)‖ = ‖ϕ− ϕn0‖Ω0 ≤ ε (1.15)

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü ÷òî íîðìà ‖ϕ‖
Ω

0 êîíå÷íà:

‖ϕ‖
Ω

0 ≤ ‖ϕ− ϕn0‖Ω0 + ‖ϕn0‖Ω0 ≤ ε+ ‖ϕn0‖Ω0 <∞

Ïîêàæåì ÷òî ϕ(x) íåïðåðûâíà: ïðåäïîëîæèì ÷òî ϕ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé íà ìíîæåñòâå Ω â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ Ω, òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0
êàêîå áû ìàëîå δ > 0 ìû íå âçÿëè, íàéäåòñÿ x ∈ Ω, x 6= x0, òàêîå ÷òî
‖x−x0‖ < δ íî ‖ϕ(x)−ϕ(x0)‖Y ≥ ε. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (1.15) ìû ìîæåì
âûáðàòü òàêîå n = n(ε/3) ÷òî supx∈Ω ‖ϕ(x) − ϕn(x)‖Y ≤ ε/3. Íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ =

= ‖(ϕ(x)− ϕn(x)) + (ϕn(x)− ϕn(x0)) + (ϕn(x0)− ϕ(x0))‖ ≤
≤ ‖ϕ(x)− ϕn(x)‖+ ‖ϕn(x)− ϕn(x0)‖+ ‖ϕn(x0)− ϕ(x0)‖

ïðè óñëîâèÿõ

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ ≥ ε
‖ϕ(x)− ϕn(x)‖ ≤ ε/3
‖ϕn(x0)− ϕ(x0)‖ ≤ ε/3

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî åñëè ‖ϕn(x) − ϕn(x0)‖ ≥ ε/3. Ïîñëåäíåå íåðà-
âåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ x, x0 ∈ Ω ñî ñêîëü óãîäíî ìàëûì ðàñ-
ñòîÿíèåì ‖x − x0‖ < δ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕn
íà Ω.

Ñëåäñòâèå 1.4.3. Ïðîñòðàíñòâî C0
b (Ω, Y ) ñ íîðìîé ‖ · ‖

Ω
0 ÿâëÿåòñÿ áà-

íàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

1.5 Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Ïóñòü X - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé Tt íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå T : (R+

0 × X) 7→ X,
êîòîðîå êàæäîìó ÷èñëó t ≥ 0 è êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèò
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â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò X, îáîçíà÷àåìûé Tt(x), ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ
t ≥ 0, s ≥ 0, x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ

Ts(Tt(x)) = Ts+t(x) (1.16)

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñåìåéñòâî
îòîáðàæåíèé Tt : X 7→ X, çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà t ≥ 0. Èç ðàâåíñòâà

Ttx = T0+t(x) = T0(Tt(x))

ñëåäóåò ÷òî T0 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà ìíîæåñòâå
òåõ ýëåìåíòîâ y ∈ X êîòîðûå ïðåäñòàâèìû êàê Tt(x) äëÿ íåêîòîðûõ
t ≥ 0, x ∈ X, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè îòîáðàæåíèÿ T .

1.5.1 Ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖X .
Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà T : (R+

0 ×X) 7→ X, îòîáðàæàþùàÿ ïðî-
ñòðàíñòâî X â ñåáÿ, íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé åñëè

∀t ≥ 0,∀x ∈ X : lim
h→+0

‖Tt+h(x)− Tt(x)‖ = 0 (1.17)

Òàê êàê ìîæíî ïðåäñòàâèòü Tt+h(x) = Th(Tt(x)) = Th(y), ãäå y = Tt(x)
(è ïîýòîìó T0(y) = y), òî ÿñíî ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ

∀y ∈ X : lim
h→+0

‖Th(y)− y‖ = 0

òî (1.18) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå è äëÿ âñåõ t > 0.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïîëóãðóïïû, îòîáðàæàþ-

ùåé â ñåáÿ íå âñå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íî íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî:

Îïðåäåëåíèå 1.5.3. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X - ìíî-
æåñòâî â X. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó T : (R+

0 ×M) 7→M , îòîá-
ðàæàþùóþ ìíîæåñòâî M â ñåáÿ áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî íåïðåðûâíîé
åñëè

∀t ≥ 0,∀x ∈M : lim
h→+0

‖Tt+h(x)− Tt(x)‖ = 0 (1.18)

1.5.2 Ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû

Îïðåäåëåíèå 1.5.4. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
Tt(x) : (R+

0 ×X) 7→ X - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, îòîáðàæà-
þùàÿ ïðîñòðàíñòâî X â ñåáÿ. Îòîáðàæåíèå AT : (Dom(AT ) ⊆ X) 7→ X,
îïðåäåëåííîå íà òåõ ýëåìåíòàõ x ∈ X äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë
(îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X)

lim
t→+0

Tt(x)− x
t

= AT (x) (1.19)

íàçûâàåòñÿ ãåíåðàòîðîì èëè ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëóãðóï-
ïû Tt.
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Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû, îòîáðàæàþùåé â ñåáÿ íå
âñå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íî íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî:

Îïðåäåëåíèå 1.5.5. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X
- ìíîæåñòâî â X, Tt(x) : (R+

0 ×M) 7→M - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî M â ñåáÿ. Îòîáðàæåíèå
AT : (Dom(AT ) ⊆M) 7→ X, îïðåäåëåííîå íà òåõ ýëåìåíòàõ x ∈ M
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäåë (îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå
ïðîñòðàíñòâà X)

lim
t→+0

Tt(x)− x
t

= AT (x) (1.20)

áóäåì íàçûâàòü ãåíåðàòîðîì èëè ïðîèçâîäÿùèì îïåðàòîðîì ïîëó-
ãðóïïû Tt.
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Ãëàâà 2

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ôîðìà

ðåøåíèÿ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü
X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìàìè ‖.‖X è ‖.‖Y ñîîòâåòñòâåííî,
Ω ⊆ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X,
Ω - çàìûêàíèå Ω,
C0
b (Ω, Y ) - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé

ϕ : Ω 7→ Y , ñ ñóïðåìóì-íîðìîé ‖·‖
Ω

0 îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòî ïðîñòðàíñòâî
ïîëíî:

‖ϕ‖
Ω

0 = sup
x∈Ω

‖ϕ(x)‖ (2.1)

Φ ⊆ C0
b (Ω, Y ) - íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y ), âîçìîæ-
íî ñîâïàäàþùåå ñ C0

b (Ω, Y ) (Φ ìîæåò íå áûòü ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y )).
Ïóñòü äàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Ω 7→ X. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùóþ çàäà÷ó:
Íàéòè îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó îïåðàòîðîâ Tt îòîáðàæàþùóþ

ìíîæåñòâî Φ = Dom(Tt) â ñåáÿ:

Tt : (R+
0 × Φ) 7→ Φt ⊆ Φ

∀ϕ ∈ Φ,∀t, s ≥ 0 : TtTsϕ = Tt+sϕ
(2.2)

òàêóþ, ÷òî åå ãåíåðàòîð AT : Dom(AT ) 7→ C0
b (Ω, Y ) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom(AT ) = {ϕ ∈ Φ: ∃ lim
t→+0

Tt(ϕ)− ϕ
t

<∞} (2.3)

(ãäå ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ‖.‖
Ω

0) è çíà÷åíèÿìè

AT (ϕ) = lim
t→+0

Tt(ϕ)− ϕ
t

(2.4)
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ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ ϕ′(x)f(x) äëÿ âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ýëåìåíòîâ
ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ). Òî åñòü, åñëè ϕ ∈ Dom(AT ) è ϕ äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω, òî
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:

∀x ∈ Ω : (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x) (2.5)

Ïîäîáíàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò íàïðèìåð ïðè ïîñòðîåíèè ïîëóãðóïïû, îïè-
ñûâàþùåé áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, êîãäà ê ãåíåðàòîðó óðàâíåíèÿ ïðîöåññà
áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ - îïåðàòîðó Ëàïëàñà - äîáàâëåíî âîçìóùåíèå, îïè-
ñûâàþùåå ñòàöèîíàðíûé ïî âðåìåíè ñíîñ [1, ðàçäåë 1.2]. Â ýòîì ñëó÷àå
çíà÷åíèå ôóíêöèè f â òî÷êå x îïèñûâàåò âåêòîð ñêîðîñòè ñíîñà â òî÷êå x.

2.2 Ôîðìà èñêîìîãî ðåøåíèÿ

Â ñëó÷àå êîãäà f(x) = f0 = const, f0 ∈ X, ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
èçâåñòíî [8, ãë. 19]:

(Ttϕ)(x) = ϕ(x+ f0t) (2.6)

Â ñàìîì äåëå, åñëè îòîáðàæåíèå ϕ äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x, òî

ϕ(x+ ∆x) = ϕ(x) + ϕ′(x)∆x+ o(∆x)

(Ttϕ)(x) = ϕ(x+ f0t) = ϕ(x) + ϕ′(x)f0t+ o(f0t)

(AT (ϕ))(x) = lim
t→+0

(Ttϕ)(x)− ϕ(x)

t
= ϕ′(x)f0

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëóãðóïïà íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ñäâèãîâ.
Ôîðìà (2.6) íàâîäèò íà ìûñëü èñêàòü ïîëóãðóïïó Tt â âèäå

(Ttϕ)(x) = ϕ(U(t, x)) (2.7)

ãäå U(t, x) íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå, ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðå-
äåëèì äàëåå.

2.3 Íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæå-

íèÿ U

Ðàññìîòðèì êàêîâû äîëæíû áûòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷å-
íèé îòîáðàæåíèÿ U â ôîðìóëå (2.7) äëÿ òîãî ÷òîáû ñåìåéñòâî îòîáðàæå-
íèé Tt ìîãëî êîððåêòíî îïðåäåëÿòü ïîëóãðóïïó. Ìû õîòèì ÷òîáû ñåìåé-
ñòâî Tt áûëî ïîëóãðóïïîé, îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé Φ â
ñåáÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t ≥ 0, ϕ ∈ Φ îòîáðàæå-
íèå (Tt(ϕ))(·) = ϕ(U(t, ·)) äîëæíî áûòü ýëåìåíòîì Φ, òî åñòü êàê ìèíèìóì
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íåêîòîðûì îòîáðàæåíèåì Ω 7→ Y . Ñëåäîâàòåëüíî âûðàæåíèå U(t, x) äîëæ-
íî áûòü êàê ìèíèìóì îïðåäåëåíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t ≥ 0, x ∈ Ω. Òàêèì
îáðàçîì, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ U åñòü R+

0 × Ω.
Äàëåå ýëåìåíòû ϕ ∈ Φ - ýòî îòîáðàæåíèÿ Ω 7→ Y . Èõ çíà÷åíèÿ ϕ(x)

îïðåäåëåíû ëèøü äëÿ x ∈ Ω. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî ÷òîáû çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
ϕ(U(t, x)) áûëî îïðåäåëåíî, íåîáõîäèìî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

∀t ≥ 0,∀x ∈ Ω : U(t, x) ∈ Ω (2.8)

Òàêèì îáðàçîì, U îòîáðàæàåò R+
0 × Ω â Ω:

U :
(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω (2.9)

2.4 Ïîëóãðóïïû ñäâèãà àðãóìåíòà îïðåäåëåí-

íûå íà ìíîæåñòâå îòîáðàæåíèé

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òî-
ãî, ÷òî ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt âèäà (2.7) îïðåäåëÿåò èìåííî ïîëóãðóï-
ïó (îòîáðàæàþùóþ ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé Φ â ñåáÿ), ââåäåì ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Ïóñòü A,B - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü
Ψ ⊆ M(A,B) - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ψ : A 7→ B. Áóäåì
ãîâîðèòü ÷òî ýëåìåíòû a1,a2 ýêâèâàëåíòíû ïî ìíîæåñòâó îòîá-
ðàæåíèé Ψ , îáîçíà÷àÿ a1Ψ̃a2, åñëè

∀ψ ∈ Ψ : ψ(a1) = ψ(a2) (2.10)

Ëåãêî ïðîâåðèòü ÷òî îòíîøåíèå Ψ̃ ðåôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàí-
çèòèâíî, òî åñòü îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå A îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
Êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ áóäóò òàêèå ïîäìíîæåñòâà
Aα ⊆ A, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ Ψ ïðèíèìàåò íà âñåõ a ∈ Aα îäíî è òî æå
çíà÷åíèå (ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ðàçíûì äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé ψ).

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü A,B - ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Ïóñòü
Ψ ⊆ M(A,B) - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé ψ : A 7→ B. Ïóñòü
U(t, a), U :

(
R+

0 ×A
)
7→ A - îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæå-

íèé ìíîæåñòâà A â ñåáÿ.
Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé

T (t, ψ), T :
(
R+

0 ×Ψ
)
7→ M(A,B), êîòîðîå êàæäîìó ÷èñëó t ≥ 0 è

êàæäîìó îòîáðàæåíèþ ψ ∈ Ψ ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå
(Ttψ) : A 7→ B ïî ôîðìóëå

(Ttψ)(·) = ψ(U(t, ·)) (2.11)

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò a ∈ A.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt áûëî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ïîëóãðóïïîé, îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé Ψ â ñåáÿ (ñì.
îïðåäåëåíèå 1.5.1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ
óñëîâèé:

∀t ≥ 0,∀ψ ∈ Ψ : ψ(U(t, ·)) ∈ Ψ (2.12)

∀t, s ≥ 0,∀a ∈ A :

(U(t, U(s, a)) 6= U(t+ s, a)) ⇒
(
U(t, U(s, a)) Ψ̃ U(t+ s, a)

)
(2.13)

Ïîÿñíåíèå: óñëîâèå (2.12) óòâåðæäàåò ÷òî ñåìåéñòâî Tt äîëæíî îòîáðà-
æàòü ìíîæåñòâî Ψ â ñåáÿ. Îíî àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè Ψ -
ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé A 7→ B. Îáû÷íî â Ψ âõîäÿò ëèøü îòîá-
ðàæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì (íåïðåðûâíîñòü, äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòü, ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ íà íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå
A è ò. ä.), òîãäà óñëîâèå (2.12) òðåáóåò ÿâíîé ïðîâåðêè.

Óñëîâèå (2.13) óòâåðæäàåò ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ êîãäà çíà÷åíèÿ
U(t, U(s, a)) è U(t+s, a) íå ðàâíû (òî åñòü íàðóøàåòñÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî
ïîëóãðóïïû äëÿ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé Ut), ýòè çíà÷åíèÿ ýêâèâàëåíò-
íû ïî ìíîæåñòâó îòîáðàæåíèé Ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü: ïóñòü Tt - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïî-
ëóãðóïïà, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé Ψ â ñåáÿ. Òîãäà ïî
îïðåäåëåíèþ 1.5.1 âûïîëíÿåòñÿ ∀t ≥ 0,∀ψ ∈ Ψ: Ttψ ∈ Ψ, òî åñòü (2.12):
ψ(U(t, ·)) ∈ Ψ âûïîëíÿåòñÿ. Òàê êàê ñåìåéñòâî Tt - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ
ïîëóãðóïïà, òî ïî îïðåäåëåíèþ

∀t, s ≥ 0,∀ψ ∈ Ψ: Tt(Tsψ) = Tt+sψ (2.14)

Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (2.11) äëÿ ëþáîãî a ∈ A

(Tt(Tsψ))(a) = (Tsψ)(U(t, a)) = ψ(U(s, U(t, a)))

(Tt+sψ)(a) = ψ(U(t+ s, a))

òî (2.14) ýêâèâàëåíòíî

∀t, s ≥ 0,∀ψ ∈ Ψ,∀a ∈ A : ψ(U(s, U(t, a))) = ψ(U(t+ s, a)) (2.15)

Ïóñòü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè a1 = U(s, U(t, a)) 6= U(t + s, a) = a2. Òàê
êàê òåì íå ìåíåå çíà÷åíèÿ âñåõ îòîáðàæåíèé ψ ∈ Ψ íà ýëåìåíòàõ a1 è a2

ñîâïàäàþò, òî a1Ψ̂a2 - a1 ýêâèâàëåíòíî a2 ïî ìíîæåñòâó îòîáðàæåíèé Ψ, òî
åñòü (2.13) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
Äîñòàòî÷íîñòü: Ïóñòü (2.12) è (2.13) âûïîëíåíî. Ïîêàæåì ÷òî ñåìåéñòâî
îòîáðàæåíèé Tt îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2.11) ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ïîëóãðóïïîé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.5.1. Óñëîâèå (2.12) ÿâíî óòâåð-
æäàåò ÷òî äëÿ ëþáîãî t ≥ 0 îïåðàòîð Tt îòîáðàæàåò Ψ â ñåáÿ. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå îñíîâíîãî ñâîéñòâà ïîëóãðóïïû (2.14). Ðàññìîòðèì
åãî ðàçâåðíóòóþ ôîðìó (2.15): äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé s, t ≥ 0, a ∈ A
âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1. a1 = U(s, U(t, a)) = U(t + s, a) = a2: òîãäà ëþáîå îòîáðàæåíèå ψ ∈ Ψ
ïðèíèìàåò íà a1 = a2 ðàâíûå çíà÷åíèÿ, òî åñòü ðàâåíñòâî (2.15) íå
íàðóøàåòñÿ.

2. a1 = U(s, U(t, a)) 6= U(t+ s, a) = a2: â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ïðåäïîëî-
æåíèþ (2.13), ∀ψ ∈ Ψ : ψ(a1) = ψ(a2), òî åñòü ðàâåíñòâî (2.15) òàêæå
íå íàðóøàåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâîéñòâî (2.14) âûïîëíåíî è ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé
T :

(
R+

0 ×Ψ
)
7→ Ψ - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà.

Ñëåäñòâèå 2.4.3. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû (2.4.2), ÿâíî äàíî
÷òî îòîáðàæåíèå U(t, a), U :

(
R+

0 ×A
)
7→ A - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïî-

ëóãðóïïà. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîá-
ðàæåíèé Tt îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2.11): (Ttψ)(·) = ψ(U(t, ·)) áû-
ëî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèÿ
(2.12): ∀t ≥ 0,∀ψ ∈ Ψ : ψ(U(t, ·)) ∈ Ψ.

2.5 Ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà íà ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

Ïðèìåíÿÿ àáñòðàêòíûå òåîðåìó 2.4.2 è ñëåäñòâèå 2.4.3 ê ïðîñòðàíñòâó
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ìû òåïåðü ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ïðè êà-
êèõ óñëîâèÿõ ôîðìóëà (2.7) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ â ñåáÿ ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ) îãðàíè÷åííûõ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé Ω 7→ Y , èëè íåêîòîðîå åãî ïîäìíîæåñòâî
Φ ⊆ C0

b (Ω, Y ).

Òåîðåìà 2.5.1 (î ïîëóãðóïïå íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà íà ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé). Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà, Ω ⊆ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω. Ïóñòü
C0
b (Ω, Y ) - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ íà Ω îòîáðàæåíèé ñ

ñóïðåìóì-íîðìîé ‖ · ‖
Ω

0 .

Ïóñòü îòîáðàæåíèå U(t, x), U :
(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ Ω â ñåáÿ è ïóñòü îòîáðàæåíèå U(t, x) íåïðå-
ðûâíî ïî àðãóìåíòó x ∈ Ω.

Òîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé T (t, ϕ) îïðåäåëåí-
íîå ïî ôîðìóëå

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) : (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) (2.16)

(ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò x ∈ Ω) ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé, îòîáðàæàþùåé ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ) â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ (2.4.3) íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) : ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b (Ω, Y ) (2.17)
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Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîêàçàòü ÷òî ϕ(U(t, ·)) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Ω â Y ,
êîòîðîå íåïðåðûâíî è îãðàíè÷åíî íà Ω. Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû
U :

(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω, òî äëÿ ëþáûõ t ≥ 0, x ∈ Ω çíà÷åíèå U(t, x) îïðå-

äåëåíî è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ω, ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå
ϕ(U(t, x)) ∈ Y . Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû îòîáðàæåíèå U(t, x) íåïðåðûâ-
íî ïî ïåðåìåííîé x íà Ω, òî îòîáðàæåíèå ϕ(U(t, x)) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåí-
íîé x íà ìíîæåñòâå Ω êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Òàê êàê
∀t ≥ 0,∀x ∈ Ω: U(t, x) ∈ Ω, à ëþáîå îòîáðàæåíèå ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ) îãðàíè÷åíî
íà x ∈ Ω, òî çíà÷åíèå ϕ(U(t, x)) ïðè ôèêñèðîâàííîì t òàêæå îãðàíè÷åíî
íà x ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî Tt îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî C

0
b (Ω, Y )

â ñåáÿ, è òîãäà ïî ñëåäñòâèþ (2.4.3) ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëó-
ãðóïïîé.

Ñëåäñòâèå 2.5.2. Ïóñòü X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Ω ⊆ X - îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω. Ïóñòü C0

b (Ω, Y ) - ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ íà Ω îòîáðàæåíèé ñ ñóïðåìóì-íîðìîé
‖ · ‖

Ω
0 . Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Φ ⊆ C0

b (Ω, Y ) ïðîñòðàí-

ñòâà íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé Ω â Y .
Ïóñòü îòîáðàæåíèå U(t, x), U :

(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ Ω â ñåáÿ è ïóñòü îòîáðàæåíèå U(t, x) íåïðå-
ðûâíî ïî àðãóìåíòó x ∈ Ω.

Åñëè âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ Φ : ϕ(U(t, ·)) ∈ Φ (2.18)

òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé T (t, ϕ) îïðåäåëåííîå ïî
ôîðìóëå

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ Φ : (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) (2.19)

îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ ìíîæå-
ñòâî îòîáðàæåíèé Φ â ñåáÿ.

Òåîðåìà 2.5.3 (Î ëèíåéíîñòè ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà). Ïóñòü
â óñëîâèÿõ òåîðåìû (2.5.1) çàäàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé
Φ ⊆ C0

b (Ω, Y ) ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé Ω â
Y , è ïóñòü Φ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä
åãî ýëåìåíòàìè, òî åñòü

ϕ1, ϕ2 ∈ Φ ⇒ (ϕ1 + ϕ2) ∈ Φ (2.20)

ϕ ∈ Φ, α ∈ C ⇒ (αϕ) ∈ Φ (2.21)

Òîãäà ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2.19) ÿâëÿåòñÿ
ñåìåéñòâîì îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðè÷åì ∀t ≥ 0: ‖Tt‖ ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïîêàæåì ÷òî Tt(ϕ) - ñåìåéñòâî îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïî àð-
ãóìåíòó ϕ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ϕ1, ϕ2 ∈ Φ, x ∈ Ω èìååì:

(Tt(ϕ1 + ϕ2))(x) = (ϕ1 + ϕ2)(Ut(x)) = ϕ1(Ut(x)) + ϕ2(Ut(x)) =

= (Tt(ϕ1))(x) + (Tt(ϕ2))(x) = (Tt(ϕ1) + Tt(ϕ2))(x) ⇒
Tt(ϕ1 + ϕ2) = Tt(ϕ1) + Tt(ϕ2) (2.22)

Àíàëîãè÷íî äëÿ óìíîæåíèÿ ôóíêöèè-àðãóìåíòà íà ÷èñëî:
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ), α ∈ C, x ∈ Ω:

(Tt(αϕ))(x) = (αϕ)(Ut(x)) =

= αϕ(Ut(x)) = α((Tt(ϕ))(x)) = (αTt(ϕ))(x) ⇒
Tt(αϕ) = αTt(ϕ) (2.23)

Ïðè ýòîì

‖Tt‖ = sup
0 6=ϕ∈Φ

‖Ttϕ‖Ω0

‖ϕ‖
Ω

0

= sup
0 6=ϕ∈Φ

sup
x∈Ω

‖ϕ(U(t, x))‖Y

sup
x∈Ω

‖ϕ(x)‖Y
≤ 1 (2.24)

â ñèëó óñëîâèÿ U : (R+
0 × Ω) 7→ Ω.

2.6 Ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî

ñäâèãà

Ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà Tt, çà-
äàííîé ôîðìóëîé (2.7). Ïðåäïîëîæèì ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðà
AU ïîëóãðóïïû Ut íå ïóñòà. Ãåíåðàòîð AU ïîëóãðóïïû Ut - ýòî îòîáðàæåíèå
AU (.) : Ω 7→ X îïðåäåëåííîå êàê

AU (x) = lim
t→+0

Ut(x)− x
t

(2.25)

(ãäå ñõîäèìîñòü ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X), ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

Dom(AU ) = {x ∈ Ω: ∃ lim
t→+0

Ut(x)− x
t

<∞} (2.26)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ Dom(AU ) ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.25) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé (ïðàâóþ) ïðîèçâîäíóþ U(t, x) ïî àðãóìåíòó t, è åãî ìîæíî ñ
èñïîëüçîâàíèåì o-íîòàöèè çàïèñàòü êàê

Ut(x) = x+AU (x)t+ o1(t) (2.27)

Ïóñòü ϕ ∈ Dom(AT ) è ϕ äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω. Ñîãëàñíî (2.4-2.3) ýòî
îçíà÷àåò ÷òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå (AT (ϕ))(.) : Ω 7→ Y òàêîå ÷òî

lim
t→+0

∥∥∥∥Tt(ϕ)− ϕ
t

−AT (ϕ)

∥∥∥∥
Ω

0
= lim
t→+0

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ϕ(Ut(x)− ϕ(x))

t
− (AT (ϕ))(x)

∥∥∥∥
Y

= 0

(2.28)
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÷òî ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì o-íîòàöèè êàê

ϕ(Ut(x)) = ϕ(x) + (AT (ϕ))(x)t+ o2(t) (2.29)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ Ut(x) èç (2.27) ïîëó÷àåì

ϕ(Ut(x)) = ϕ (x+ (AU (x)t+ o1(t))) =

= ϕ(x) + ϕ′(x)(AU (x)t+ o1(t)) + o2(AU (x)t+ o1(t)) =

= ϕ(x) + ϕ′(x)AU (x)t+ o3(t)

(2.30)

â ñèëó ‖AU (x)‖ <∞. Ñëåäîâàòåëüíî

lim
t→0

∥∥∥∥ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)AU (x)

∥∥∥∥
Y

= 0 (2.31)

è, ñîïîñòàâëÿÿ ñ (2.28) ïîëó÷àåì ÷òî

∀ϕ ∈ Dom(AT ),∀x ∈ Dom(AU ) : (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)AU (x) (2.32)

Ìû ïîëó÷èëè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ çíà÷åíèé ãåíåðàòîðà AT ïîëóãðóïïû Tt
íà ϕ ∈ Dom(AT )∩C1(Ω, Y ), x ∈ Dom(AU ). Èç (2.32) ïîíÿòíî ÷òî òðåáîâàíèå
(2.5) (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ïîëóãðóïïû Tt âèäà
(2.7) äëÿ âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ϕ ∈ Dom(AT ) è äëÿ âñåõ x ∈ Ω òîëüêî â
òîì ñëó÷àå êîãäà âûïîëíåíî

∀x ∈ Dom(AU ) : AU (x) = f(x) (2.33)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû
Ut, êîòîðàÿ äàåò ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå (2.7) ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
(2.2)-(2.5), ïðè óñëîâèÿõ âûïîëíåíèÿ âêëþ÷åíèé (2.8) Ut(Ω) ⊆ Ω è (2.18)
Tt(Φ) ⊆ Φ. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùåå îñíîâíîå óòâåðæäåíèå
îòíîñèòåëüíî âçàèìîñâÿçè ãåíåðàòîðîâ ïîëóãðóïï Tt è Ut.

Òåîðåìà 2.6.1 (Î ãåíåðàòîðå ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà). Ïóñòü
X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊆ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çà-
ìûêàíèå Ω. Ïóñòü U(t, x), U : (R+

0 × Ω) 7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëó-
ãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî Ω â ñåáÿ, íåïðåðûâíàÿ ïî ïåðåìåííîé
x íà x ∈ Ω. Ïóñòü AU : Dom(AU ) 7→ X - ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû U , îïðå-

äåëåííûé ïî ôîðìóëå AU (x) = lim
t→+0

U(t,x)−x
t íà ìíîæåñòâå Dom(AU ) ⊆ Ω

òåõ çíà÷åíèé x äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.
Ïóñòü Y - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü C0

b (Ω, Y ) - ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà Ω îòîáðàæåíèé Ω â Y ñ ñóïðåìóì íîðìîé
‖ · ‖

Ω
0 :

∀ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) : ‖ϕ‖

Ω
0 = sup

x∈Ω

‖ϕ(x)‖Y

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé T (t, ϕ), îïðå-
äåëåííîå íà R+

0 ×C0
b (Ω, Y ), êîòîðîå êàæäîìó ÷èñëó t ≥ 0 è êàæäîìó îòîá-

ðàæåíèþ ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) ñîïîñòàâëÿåò íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå Ttϕ : Ω 7→ Y

ïî ôîðìóëå
(Tt(ϕ))(·) = ϕ(U(t, ·)) (2.34)
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(ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò x ∈ Ω). Ñîãëàñíî òåîðåìàì
2.5.1 è 2.5.3, ñåìåéñòâî Tt ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, îòîáðàæàþùèõ ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ) â ñåáÿ.
Ïóñòü AT - ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû T , îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå

AT (x) = lim
t→+0

Ttϕ− ϕ
t

(2.35)

íà ìíîæåñòâå Dom(AT ) ⊆ C0
b (Ω, Y ) òåõ çíà÷åíèé x äëÿ êîòîðûõ óêàçàí-

íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò (ïðè ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖·‖
Ω

0) è ïðèíàäëåæèò

ïðîñòðàíñòâó C0
b (Ω, Y ). Òîãäà, äëÿ âñåõ ϕ ∈ Dom(AT ) òàêèõ ÷òî ϕ ñèëüíî

äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω, âåðíî ðàâåíñòâî

∀x ∈ Dom(AU ) : (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)AU (x) (2.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2.36). Ïóñòü
ϕ ∈ Dom(AT ). Ýòî çíà÷èò ÷òî

0 = lim
t→+0

∥∥∥∥Tt(ϕ)− ϕ
t

−AT (ϕ)

∥∥∥∥
Ω

0
=

= lim
t→+0

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ (Tt(ϕ))(x)− ϕ(x)

t
− (AT (ϕ))(x)

∥∥∥∥
Y

=

= lim
t→+0

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ϕ(Ut(x)− ϕ(x)

t
− (AT (ϕ))(x)

∥∥∥∥
Y

(2.37)

è â ÷àñòíîñòè

∀x ∈ Ω: lim
t→+0

∥∥∥∥ϕ(Ut(x)− ϕ(x)

t
− (AT (ϕ))(x)

∥∥∥∥
Y

= 0 (2.38)

Ïóñòü x ∈ Dom(AU ) ⊆ Ω ôèêñèðîâàíî. Òîãäà

lim
t→+0

∥∥∥Ut(x)−x
t −AU (x)

∥∥∥ = 0, òî åñòü äëÿ ëþáîãî εu > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

δu = δu(εu, x) > 0 ÷òî íåðàâåíñòâî 0 < t < δu âëå÷åò ‖Ut(x)−x
t −AU (x)‖ < εu.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü

0 < t < δu ⇒ ‖Ut(x)− x‖ < t(‖AU (x)‖+ εu) (2.39)

Ïóñòü ϕ ñèëüíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω, òî åñòü ∀x ∈ Ω ñóùåñòâóåò è
êîíå÷íà ñèëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x). Ýòî îçíà÷àåò ÷òî äëÿ ëþáîãî εϕ > 0
íàéäåòñÿ òàêîå δϕ = δϕ(εϕ, x) ÷òî
‖∆x‖ < δϕ, x+ ∆x ∈ Ω âëå÷åò ‖ϕ(x+ ∆x)− ϕ(x)− ϕ′(x)∆x‖ ≤ εϕ‖∆x‖.
Â ÷àñòíîñòè

‖Ut(x)−x‖ < δϕ ⇒ ‖ϕ(Ut(x))−ϕ(x)−ϕ′(x)(Ut(x)−x)‖ ≤ εϕ‖Ut(x)−x‖ (2.40)

Âûáåðåì εu > 0 è δ = δ(εϕ, x) > 0 ñòîëü ìàëûå ÷òî 0 < t < δ âëå÷åò
‖Ut(x)− x‖ < δϕ. Â ñèëó (2.39) ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü âçÿâ

εu < ‖AU (x)‖, δ < min

(
δu(εu, x),

δϕ
2‖AU (x)‖

)
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Òîãäà ïðè 0 < t < δ âûïîëíåíî ïðåäóñëîâèå èìïëèêàöèè (2.40) è âåðíî
íåðàâåíñòâî â ïðàâîé ÷àñòè. Ðàçäåëèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà t∥∥∥∥ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)

Ut(x)− x
t

∥∥∥∥ ≤ εϕ ‖Ut(x)− x‖
t

< εϕ(‖AU (x)‖+ εu)

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2.39). Ñíîâà ïîëüçóÿñü àêñèîìîé íîð-
ìû ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ìû ìîæåì îöåíèòü∥∥∥∥ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)AU (x)

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥(ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)

Ut(x)− x
t

)
+ ϕ′(x)

(
Ut(x)− x

t
−AU (x)

)∥∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥∥ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)

Ut(x)− x
t

∥∥∥∥+

∥∥∥∥ϕ′(x)

(
Ut(x)− x

t
−AU (x)

)∥∥∥∥ ≤
≤ εϕ(‖AU (x)‖+ εu) + ‖ϕ′(x)‖

∥∥∥∥Ut(x)− x
t

−AU (x)

∥∥∥∥ <
< εϕ(‖AU (x)‖+ εu) + ‖ϕ′(x)‖εu

(2.41)

Òàê êàê εϕ, εu ïðîèçâîëüíî ìàëû à ‖AU (x)‖, ‖ϕ′(x)‖ - êîíå÷íû, òî

lim
t→+0

∥∥∥∥ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)AU (x)

∥∥∥∥ = 0

÷òî è îçíà÷àåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (2.36)

(AT (ϕ))(x) = lim
t→+0

ϕ(Ut(x))− ϕ(x)

t
= ϕ′(x)AU (x)

Ñëåäñòâèå 2.6.2. Ïóñòü X,Y,Ω,Ω - êàê â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.6.1. Ïóñòü
f ∈ C(Ω, Y ) - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è
(2.2)-(2.5).
Åñëè

1. U : (R+
0 ×Ω) 7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ

Ω â ñåáÿ

2. äëÿ åå ãåíåðàòîðà AU âåðíî Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

3. ∀t ≥ 0 îòîáðàæåíèå U(t, x) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé x íà x ∈ Ω

òîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt, îïðåäåëåííîå íà
ìíîæåñòâå C0

b (Ω, Y ) ïî ôîðìóëå (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) îïðåäåëÿåò ïîëóãðóï-
ïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (2.2)-(2.5) â òîì
ñëó÷àå êîãäà Dom(Tt) = Φ = C0

b (Ω, Y ), òî åñòü êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
èñêîìîé ïîëóãðóïïû T åñòü âñå ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ).
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Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.6.1 Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)
ãäå f ∈ C(Ω, X) - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå â ïîñòàíîâêå çàäà÷è
(2.2)-(2.5). Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Φ ⊂ C0

b (Ω, Y ) ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé, òàêîå ÷òî äëÿ Φ è ïîëóãðóï-
ïû Ut âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2.18):

∀ϕ ∈ Φ : ϕ(U(t, ·)) ∈ Φ

Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.5.2, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæå-
íèé T (t, ϕ), îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå (2.19)

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ Φ : (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·))

ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîëóãðóïïîé, îòîáðàæàþùåé ìíîæåñòâî Φ
â ñåáÿ. Ïóñòü AT : Dom(AT ) 7→ C0

b (Ω, Y ) - ãåíåðàòîð ýòîé ïîëóãðóïïû. Åãî
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(AT ) ⊆ Φ - ýòî òå ýëåìåíòû ϕ ∈ Φ äëÿ êîòîðûõ
ñóùåñòâóåò ïðåäåë â (2.35). Åãî çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îäíàêî íå ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà Φ, íî ýëåìåíòû îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y ) ⊃ Φ.
Ïîñêîëüêó Φ ⊂ C0

b (Ω, Y ), òî âñå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíîâëåííûå â õîäå äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû 2.6.1 äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y ), òàêæå âåðíû
è äëÿ ýëåìåíòîâ ϕ ∈ Φ ⊂ C0

b (Ω, Y ). Â ÷àñòíîñòè, ðàâåíñòâî (2.36) âûïîë-
íÿåòñÿ äëÿ âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ íà Ω îòîáðàæåíèé ϕ ∈ Dom(AT ) ⊆ Φ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå:

Ñëåäñòâèå 2.6.3. Ïóñòü Φ ⊂ C0
b (Ω, Y ). Åñëè

1. U : (R+
0 ×Ω) 7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ

Ω â ñåáÿ

2. äëÿ åå ãåíåðàòîðà AU âåðíî Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

3. ∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ Φ : ϕ(U(t, ·)) ∈ Φ

òîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt, îïðåäåëåííîå íà
ìíîæåñòâå Φ ïî ôîðìóëå (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) îïðåäåëÿåò ïîëóãðóïïó, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (2.2)-(2.5) â òîì ñëó÷àå
êîãäà Dom(Tt) = Φ ⊂ C0

b (Ω, Y ).

Çàìå÷àíèå 2.6.4. Ñëó÷àé Dom(Tt) = Φ ⊂ C0
b (Ω, Y ) ìîæåò ïîêàçàòüñÿ

èñêóññòâåííûì. Îäíàêî ýòî ðàñïðîñòðàíåííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ïðèëî-
æåíèÿõ, êîãäà çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé ϕ ∈ Φ íà ãðàíèöå
∂Ω ìíîæåñòâà Ω. Íàïðèìåð Φ ìîæåò áûòü çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ =
{
ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ) | ∀x ∈ ∂Ω: ϕ(x) = ψ(x)
}

ãäå ψ : ∂Ω 7→ Y - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè
ψ íå ðàâíî òîæäåñòâåííî íóëþ, òî ìíîæåñòâî Φ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì C0

b (Ω, Y ) (÷òî óïðîñòèëî áû çàäà÷ó), è îäíàêî æå ñàìà
ïîñòàíîâêà òàêîé çàäà÷è âïîëíå åñòåñòâåííà.
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2.7 Ïîëóãðóïïà Ut êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
(2.2)-(2.5), äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü â êàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîëóãðóïïà
U :

(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ïðåäóñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.6.2

ëèáî ñëåäñòâèÿ 2.6.3. Ïðåäóñëîâèÿ ýòèõ äâóõ ñëåäñòâèé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
òðåòüèì, ïîñëåäíèì ïóíêòîì, êîòîðûé îòðàæàåò îòëè÷èå â îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Tt. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðâûå
äâà ïóíêòà

1. U : (R+
0 × Ω) 7→ Ω - îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ

Ω â ñåáÿ

2. Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

âûïîëíÿþòñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ U(t, x), îïðåäåëåííîãî êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè d

dsu(s) = f(u(s)) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì u(0) = x â ìîìåíò s = t,
åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííî âî âðåìåíè äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé x ∈ Ω è íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Ω.

Ïðåäëîæåíèå 2.7.1 (î ïîëóãðóïïå Ut êàê ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè). Ïóñòü
X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊆ X - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω -
çàìûêàíèå Ω. Ïóñòü çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ∈ C(Ω, X). Ïóñòü
èçâåñòíî ÷òî ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè

d

dt
U(t, x) = f(U(t, x)), 0 ≤ t ≤ T

U(0, x) = x ∈ Ω
(2.42)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x ∈ Ω â òå-
÷åíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè [0, T ], T <∞, è íå âûõîäèò çà
ïðåäåëû Ω, ò.å. äëÿ îòîáðàæåíèÿ U(t, x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.9):

U :
(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω

.
Òîãäà

1. îòîáðàæåíèå U(t, x) îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó,
îòîáðàæàþùóþ Ω â ñåáÿ

2. Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ÷òî îòîáðàæåíèå U(t, x), îïðå-
äåëåííîå êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.42) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé, ðàññìîò-
ðèì çíà÷åíèå U(t1 +t2, x): ýòî ïîëîæåíèå â ìîìåíò âðåìåíè s = t1 +t2 òî÷êè
íà òðàåêòîðèè âûõîäÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè s = 0 èç òî÷êè x. Íà èíòåð-
âàëå âðåìåíè t1 ≤ s ≤ t2 ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ âðåìåíè τ = s− t1. Íà
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èíòåðâàëå τ ∈ [0, t2] ôóíêöèÿ u2(τ) = U(s, x) = U(t1 + τ, x) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì U(t1, x):

d

dτ
u2(τ) =

d

dτ
U(t1 + τ, x) = f(U(t1 + τ, x)) = f(u2(τ)), 0 ≤ τ ≤ t2

u2(0) = U(t1, x)

è ïîòîìó åå çíà÷åíèå ïðè τ = t2 ðàâíî u2(t2) = U(t2, U(t1, x)), òî åñòü
U(t1 + t2, x) = U(t2, U(t1, x)) è, ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå U(t, x) - ïîëó-
ãðóïïà. Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû çíà÷åíèÿ U(t, x) íå âûõîäÿò çà
ïðåäåëû Ω, òî îòîáðàæåíèå U(t, x) - ïîëóãðóïïà, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî
Ω â ñåáÿ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïîêàæåì ÷òî ãåíåðàòîð ïîëóãðóïïû U(t, x), îïðåäåëåííîé êàê ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (2.42), ñîâïàäàåò ñ f(x). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî
d
dtU(t, x) = f(U(t, x)) â òî÷êå t = 0. Â ñèëó U(0, x) = x èìååì

0 = lim
t→+0

∥∥∥∥U(t, x)− U(0, x)

t
− f(U(0, x))

∥∥∥∥ = lim
t→+0

∥∥∥∥U(t, x)− x
t

− f(x)

∥∥∥∥
÷òî ïî îïðåäåëåíèþ è îçíà÷àåò ÷òî AU (x) = f(x). Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæå-
íèþ òåîðåìû ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.42) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ
äàííûõ x ∈ Ω, òî Dom(AU ) = Ω.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü â êàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî
Tt, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (2.7), ãäå Ut(x) îïðåäåëåíî êàê ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (2.42), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.2)-(2.5) ïîñòàâëåííîé äëÿ ñëó÷àÿ
Dom(Tt) = Φ = C0

b (Ω, Y ), íàì íóæíî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ
ìåæäó ìíîæåñòâîì Ω è îòîáðàæåíèåì f ∈ C(Ω, X):

� ðåøåíèå U(t, x) çàäà÷è Êîøè (2.42) ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t ≥ 0 äëÿ
âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x ∈ Ω

� äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x ∈ Ω ðåøåíèå íå âûõîäèò çà ïðåäå-
ëû Ω (óñëîâèå (2.8))

� ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîé òî÷êè x ∈ Ω
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Ãëàâà 3

Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè,

îïðåäåëÿþùåãî ïîëóãðóïïó

Ut ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñû ïîñòàâëåííûå â êîíöå ðàçäåëà 2.7. Íàñ èí-
òåðåñóåò ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó îòêðûòûì ìíîæåñòâîì Ω ⊆ X è
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûì ïîëåì íàïðàâëåíèé f ∈ C(Ω, X) ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè 

d

dt
U(t, u0) = f(U(t, u0)), 0 ≤ t ≤ T

U(0, u0) = u0 ∈ Ω
(3.1)

1. ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è êîíå÷íî íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå:

Dom(U) = R+
0 × Ω (3.2)

2. îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ Ω:

Ran(U) ⊆ Ω ⇔ ∀t ≥ 0,∀u0 ∈ Ω : U(t, u0) ∈ Ω (3.3)

3. íåïðåðûâíî ïî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ u0:

∀t ≥ 0 : U(t, ·) ∈ C(Ω,Ω) (3.4)

Ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ uΓ, ïðèíàäëå-
æàùåãî ãðàíèöå ∂Ω ìíîæåñòâà Ω, â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî êîíå÷íîãî ïðî-
ìåæóòêà âðåìåíè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå
èç Ω, òî ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (3.2)-(3.3)(òåîðåìà 3.4.2). Ìû ïîêàæåì òàêæå ÷òî ïðè òåõ æå ñàìûõ
óñëîâèÿõ ðåøåíèå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
(òåîðåìà 3.5.1).
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3.1 Îáùèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íû òàêîâûì äëÿ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èìåííî:

� Ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íî åñëè f(·) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ

� Åñëè f(·) ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ëèøü íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå, ðå-
øåíèå ìîæåò óéòè â áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ, è òîãäà ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå

� Ãëîáàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íî, åñëè f(·) ãëîáàëüíî ëèïøèöåâà

Ñëåäóÿ [2], [6] èçëîæèì ýòè ðåçóëüòàòû áîëåå ïîäðîáíî.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 ([6, ãë. 2]). Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, E -
ïîäìíîæåñòâî X. Ãîâîðÿò ÷òî îòîáðàæåíèå f : E 7→ X óäîâëåòâîðÿåò
íà E óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K > 0 (ëîêàëüíî ëèïøèöåâà íà E ñ
êîíñòàíòîé K), åñëè

∀x1, x2 ∈ E : ‖f(x1)− f(x2)‖ ≤ K‖x1 − x2‖

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà âñåì X, òî f íàçûâàþò ãëîáàëüíî
ëèïøèöåâîé.

Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà íåîãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå, ðàñòåò íà ýòîì ìíîæåñòâå íå áîëåå ÷åì ëèíåéíî.

Ëåììà 3.1.2 ([6, ãë. 2]). Åñëè f : E 7→ X ëèïøèöåâà íà ìíîæåñòâå E, òî
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ ÷òî

∀x ∈ E : ‖f(x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖)

Åñëè f ëèïøèöåâà íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå E, òî f îãðàíè÷åíà íà E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì x0 ∈ E è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà
‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ îöåíèì

‖f(x)‖ ≤ ‖f(x)− f(x0)‖+ ‖f(x0)‖ ≤
≤ K‖x− x0‖+ ‖f(x0)‖ ≤ K(‖x‖+ ‖x0‖) + ‖f(x0)‖

Î÷åâèäíî ‖f(x)‖ îãðàíè÷åíà íà E åñëè E îãðàíè÷åíî. Âçÿâ
= max(K,K‖x0‖+ ‖f(x0)‖) ïîëó÷èì ‖f(x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖)
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Ëåììà 3.1.3 ([6, ãë. 2]). Ïóñòü f : X 7→ X íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
â øàðå

BR(x0) = {x ∈ X : ‖x− x0‖ < R}

è f ′ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî íà BR(x0), òî åñòü

sup
x∈BR(x0)

‖f ′(x)‖ = K <∞

Òîãäà f óäîâëåòâîðÿåò íà BR(x0) óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K. Â
÷àñòíîñòè, åñëè f ′ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà âñåì X, òî f ãëîáàëüíî ëèï-
øèöåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà [4,
ãë. X, �1, ï.7] ìû ìîæåì çàïèñàòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ BR(x0)

‖f(x1)− f(x2)‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

dt
f(tx1 + (1− t)x2)dt

∥∥∥∥ ≤
≤
∫ 1

0

‖f ′(tx1 + (1− t)x2) · (x1 − x2)‖dt ≤ K‖x1 − x2‖
(3.5)

Òåîðåìà 3.1.4 (Ïèêàðà, î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ, [6, ãë. 2,
òåîðåìà 2.2]). Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, f : X 7→ X - ëèïøèöåâà
â çàìêíóòîì øàðå BR(u0) ⊂ X ãäå R > 0, u0 ∈ X è

M = sup
x∈BR(u0)

‖f(x)‖ <∞

Òîãäà çàäà÷à Êîøè {
u̇ = f(u),

u(0) = u0

èìååò åäèíñòâåííîå, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå, ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè
ðåøåíèå u(t). Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî âî âðåìåííîì èíòåðâàëå −δ < t < δ,
ãäå

δ =
R

M

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó Êîøè â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

u = F0(u)

ãäå

(F0(u))(t) = u0 +

∫ t

0

f(u(s))ds

Äëÿ 0 < η0 < R/M îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Y0 íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé y(t) : [−η0, η0] 7→ BR(u0). Îïðåäåëèì íà ýëåìåíòàõ èç Y0 íîðìó
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‖y‖Y0 = sup
|t|≤η0

‖y(t)‖. Òàê êàê îáëàñòü çíà÷åíèé BR(u0) ôóíêöèé èç Y0 çà-

ìêíóòà, ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé èç Y0 â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖Y0 , ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
BR(u0). Ñ ïîìîùüþ 3ε àðãóìåíòà ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî ëþáîé ïðåäåë ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé èç Y0 ïî íîðìå ‖ · ‖Y0

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ôóíêöèé Y0 çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî
ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖Y0

.
Ìû ïîêàæåì ÷òî F0 îòîáðàæàåò Y0 â Y0 è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïî íîðìå

‖ · ‖Y0 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî η0.
Ïóñòü u ∈ Y0. Òîãäà

‖(F0(u))(t)− u0‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

f(u(s))ds

∥∥∥∥ ≤Mη0 < R

è ïîýòîìó F0(u) ∈ Y0, òî åñòü äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ F0(Y0) ⊆ Y0.
Äàëåå äëÿ u, v ∈ Y0 ìîæíî îöåíèòü

‖F0(u)− F0(v)‖Y0
= sup
|t|≤η0

∥∥∥∥∫ t

0

(f(u(s))− f(v(s)))ds

∥∥∥∥ ≤
≤ sup
|t|≤η0

∫ t

0

‖(f(u(s))− f(v(s)))‖ ds ≤ sup
|t|≤η0

∫ t

0

K‖u(s)− v(s)‖ds ≤

≤ sup
|t|≤η0

∫ t

0

K sup
|t|≤η0

‖u(s)− v(s)‖ds ≤ Kη0‖u− v‖Y0

(3.6)

ãäå K - êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ f íà BR(u0). Ïðè η0 < 1/K îòîáðàæåíèå
F0 ñæèìàþùåå. Òàê êàê îíî îòîáðàæàåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Y0 â ñåáÿ, òî
îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó u∗0(t) ∈ Y0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è çàäà÷è Êîøè íà èíòåðâàëå |t| ≤ η0.

Ïóñòü u1 = u∗0(η0) (ëèáî u1 = u∗0(−η0)). Ïîêàæåì ÷òî ðàññòîÿíèå d1 îò
u1 äî ãðàíèöû ∂BR(u0) = {x ∈ X : ‖x− u0‖ = R} ðàâíî

d1 = inf
‖x−u0‖=R

‖x− u1‖ = R− ‖u1 − u0‖

Â ñàìîì äåëå, äëÿ òî÷êè u′1 = u1−u0

‖u1−u0‖R+u0 âûïîëíåíî ‖u′1−u0‖ = R, òî åñòü

u′1 ∈ ∂BR(u0), ïðè ýòîì ‖u′1−u1‖ = ‖ u1−u0

‖u1−u0‖R−(u1−u0)‖ = R−‖u1−u0‖, òî
åñòü óêàçàííîå ðàññòîÿíèå äîñòèæèìî. Ïîêàæåì ÷òî îíî ìèíèìàëüíî. Åñëè
ïðåäïîëîæèòü ÷òî ñóùåñòâóåò u′′1 ∈ ∂BR(u0) : ‖u′′1 − u1‖ < R − ‖u1 − u0‖ òî
‖u′′1 − u0‖ ≤ ‖u′′1 − u1‖ + ‖u1 − u0‖ < R ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ
u′′1 ∈ ∂BR(u0).

Ïîëîæèì 0 < η1 < d1/M è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Y1 íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé y(t) : [η0 − η1, η0 + η1] 7→ BR(u0). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

(F1(u))(t) = u1 +

∫ t

η0

f(u(s))ds
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F1 îòîáðàæàåò Y1 â ñåáÿ, òàê êàê äëÿ u ∈ Y1 è |t− η0| ≤ η1

‖F1u(t)−u0‖ =

∥∥∥∥u1 − u0 +

∫ t

η0

f(u(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ‖u1−u0‖+η1M < |u1−u0‖+d1 = R

òî åñòü F1(Y1) ⊆ Y1. Ïðè η1 < 1/K îòîáðàæåíèå F1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñæè-
ìàþùèì è ñëåäîâàòåëüíî èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó u∗1(t) ∈ Y1, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè íà èíòåðâàëå |t − η0| ≤ η1

óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u∗1(η0) = u1 = u∗0(η0) è ïîçâîëÿåò
ïðîäîëæèòü ðåøåíèå íà ðàñøèðåííûé èíòåðâàë |t| ≤ η0 + η1.

Ïîñêîëüêó âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ ηi çàâèñèò òîëüêî
îò êîíñòàíòû Ëèïøèöà ôóíêöèè f íà BR(u0) è îò ðàññòîÿíèÿ di îò íà÷àëü-
íîé òî÷êè ui äî ãðàíèöû BR(u0), òî ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå
ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íà |t| <

∑
i ηi äàåò ñóùåñòâîâàíèå

åäèíñòâåííîãî ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ íà |t| < R/M .

Òåîðåìà 3.1.5 (î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ). Ïóñòü X - áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, f : X 7→ X - îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà âñåì
X óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u : R 7→ X çàäà÷è Êîøè{

u̇ = f(u),

u(0) = u0 ∈ X

îïðåäåëåííîå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå äëÿ âñåõ t ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì çàäà÷ó Êîøè â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

u = F0(u)

ãäå

(F0(u))(t) = u0 +

∫ t

0

f(u(s))ds

Äëÿ 0 < η0 < 1/K îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Y0 íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
y(t) : [−η0, η0] 7→ X. F0 îòîáðàæàåò Y0 â Y0 è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì äëÿ
íîðìû ‖y‖Y0 = sup

|t|≤η0

‖y(t)‖, ïîýòîìó îíî èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæ-

íóþ òî÷êó u∗0(t) êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè íà èíòåðâàëå
|t| ≤ η0. Â äàííîì ñëó÷àå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ η0 ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çà-
âèñèò òîëüêî îò êîíñòàíòû Ëèïøèöà K, ïîýòîìó ñïîñîáîì àíàëîãè÷íûì
èñïîëüçîâàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû ðåøåíèå ìîæåò
áûòü ïðîäîëæåíî âî âðåìåíè íåîãðàíè÷åííî.
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3.2 Ïîâåäåíèå íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè â

îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà

Ëåììà 3.2.1 (î ïðîõîæäåíèè íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèè ÷åðåç ãðàíè÷íóþ
òî÷êó îòêðûòîãî ìíîæåñòâà). Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊂ X -
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω, u : [t1, t2] 7→ X - íåïðåðûâ-
íîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [t1, t2] â X, ïðè÷åì u(t1) ∈ Ω, u(t2) /∈ Ω. Òîãäà
â íåêîòîðûé ìîìåíò t∗, t1 < t∗ < t2 òðàåêòîðèÿ u(t) ïåðåñåêàåò ãðàíèöó
∂Ω ìíîæåñòâà Ω, òî åñòü u(t∗) ∈ ∂Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

IΩ = {t ∈ [t1, t2] | u(t) ∈ Ω}

IΩ î÷åâèäíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åãî òî÷íàÿ âåðõíÿÿ
ãðàíü. Ïîëîæèì t∗ = sup IΩ.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà ÷òî t∗ 6= t1 è t
∗ 6= t2. Òàê êàê Ω îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

òî òî÷êà u(t1) âõîäèò â Ω âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ Oε(u(t1)).
Òàê êàê u(t) íåïðåðûâíà, òî íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 ÷òî t1 ≤ t < t1 + δ âëå÷åò
u(t) ∈ Oε(u(t1)) ⊂ Ω, òî åñòü ñóùåñòâóþò t > t1 òàêèå ÷òî u(t1) ∈ Ω è ïî-
ýòîìó t∗ = sup IΩ > t1. Äàëåå, ìíîæåñòâî X\Ω - îòêðûòî, êàê äîïîëíåíèå
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâàΩ. Ïîýòîìó òî÷êà u(t2) âõîäèò â X\Ω âìåñòå ñ íåêî-
òîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ Oε(u(t2)). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè u(t) íàéäåòñÿ
òàêîå δ > 0 ÷òî t2 − δ < t ≤ t2 âëå÷åò u(t) ∈ Oε(u(t2)) ⊂ X\Ω. Ïðåäïîëî-
æåíèå t∗ = t2 òîãäà ïðîòèâîðå÷èò òîìó ÷òî t

∗ - íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü
ìíîæåñòâà IΩ.

Ïîêàæåì òåïåðü ÷òî u(t∗) ∈ ∂Ω. Ãðàíèöà ∂Ω ìíîæåñòâà Ω - ýòî ìíîæå-
ñòâî òî÷åê x ∈ X òàêèõ ÷òî â ñêîëü óãîäíî ìàëîé èõ îêðåñòíîñòè íàéäóò-
ñÿ êàê òî÷êè ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó Ω òàê è íå ïðèíàäëåæàùèå åìó.
Ïóñòü Oε(u(t∗)) - ïðîèçâîëüíàÿ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè u(t∗).Â ñèëó íåïðåðûâ-
íîñòè u(t) íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 ÷òî t ∈ Iδ = (t∗ − δ, t∗ + δ) ⊂ [t1, t2] âëå÷åò
u(t) ∈ Oε(u(t∗)).

Ïîêàæåì ÷òî íàéäåòñÿ v ∈ Oε(u(t∗)) òàêîå ÷òî v ∈ Ω. Òàê êàê t∗ - òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü, òî äëÿ ñêîëü óãîäíî ìàëîãî µ > 0 â èíòåðâàëå (t∗−µ, t∗) ⊂ Iδ
íàéäåòñÿ òàêîå t ÷òî u(t) ∈ Ω. Òàê êàê îêðåñòíîñòü Oε(u(t∗)) - îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, òî u(t) âõîäèò â Oε(u(t∗)) âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îòêðûòîé
îêðåñòíîñòüþ Oν(u(t)) ⊂ Oε(u(t∗)). Òàê êàê ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò èç ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà Ω òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u(t) ∈ Ω, â òîì
÷èñëå â Oν(u(t)), íàéäåòñÿ òî÷êà v ∈ Ω.

Ïîêàæåì ÷òî íàéäåòñÿ v ∈ Oε(u(t∗)) òàêîå ÷òî v /∈ Ω. Åñëè ïðåäïîëî-
æèòü ÷òî Oε(u(t∗)) ⊂ Ω òî òîãäà â ñèëó âêëþ÷åíèÿ u(Iδ) ⊆ Oε(u(t∗)) äëÿ
âñåõ t ∈ Iδ = (t∗ − δ, t∗ + δ) âåðíî u(t) ∈ Ω, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ÷òî t∗ -
âåðõíÿÿ ãðàíü IΩ.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè u0 ∈ Ω ëîêàëüíîå ïî âðå-
ìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè îñòàåòñÿ â Ω â òå÷åíèè íåíóëåâîãî ïðîìåæóòêà
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âðåìåíè, òî íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿþùåå âêëþ÷åíèþ
Ut(Ω) ⊆ Ω.

Ïðåäëîæåíèå 3.2.2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
d

ds
u(s) = f(u(s)), 0 ≤ s ≤ t

u(0) = u0 ∈ Ω
(3.7)

u(s) : [0, t] 7→ X òàêîå ÷òî u(0) ∈ Ω, u(t) /∈ Ω. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî
t0 ∈ (0, t) âûïîëíÿåòñÿ u(t0) = uΓ ∈ ∂Ω. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ
uΓ(s) : [0, t−t0] 7→ X çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì uΓ(0) = uΓ îòîá-
ðàæàåò çíà÷åíèÿ s ∈ (0, t − t0] â ìíîæåñòâî X\Ω, òî åñòü òðàåêòîðèÿ
íà÷èíàþùàÿñÿ â uΓ ∈ ∂Ω íåìåäëåííî ïîêèäàåò ìíîæåñòâî Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äèôôåðåíöèðóåìî, ñëå-
äîâàòåëüíî íåïðåðûâíî, à çíà÷èò ïðèìåíèìà ëåììà 3.2.1 è
∃t0 ∈ (0, t) : u(t0) = uΓ ∈ ∂Ω. Ïî ïîëóãðóïïîâîìó ñâîéñòâó ðå-
øåíèé çàäà÷è Êîøè ∀s ∈ [0, t − t0] : uΓ(s) = u(t0 + s), ïîýòîìó
t∗ = sup{t ∈ [0, t − t0] | uΓ(t) ∈ Ω} = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäå-
ëåíèþ sup äëÿ âñåõ s ∈ (0, t− t0] : uΓ(s) /∈ Ω.

Òåîðåìà 3.2.3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëþáîå ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè (3.7) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì u0 ∈ Ω â òå÷åíèå ïðîìåæóò-
êà âðåìåíè s ∈ [0, t] ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ îñòàâàëîñü â Ω, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî ÷òîáû ëþáîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì
çíà÷åíèåì uΓ ∈ ∂Ω îñòàâàëîñü â Ω â òå÷åíèå íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ïðî-
ìåæóòêà âðåìåíè s ∈ [0, τ ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà ÷òî ∂Ω ⊂ Ω: åñëè
âñå ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ íà÷èíàþùèåñÿ â Ω îñòàþòñÿ â Ω, òî ýòî âåðíîå â
÷àñòíîñòè äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé u0 ∈ ∂Ω ⊂ Ω.

Äîñòàòî÷íîñòü : â ñëåäñòâèè 3.2.2 ìû äëÿ óòâåðæäåíèé

A. Ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè âûõîäÿùåå
èç Ω

B. Ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè uΓ : [0, τ ] 7→ X íà÷èíàþùååñÿ íà uΓ ∈ ∂Ω òàêîå ÷òî
∀s ∈ (0, τ ] : uΓ(s) /∈ Ω

äîêàçàëè èìïëèêàöèþ A ⇒ B, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ¬B ⇒ ¬A. Óòâåðæäå-
íèå ¬B îçíà÷àåò ÷òî äëÿ âñåõ ëîêàëüíûõ ðåøåíèé uΓ(s) : [0, τ ] 7→ X íà÷è-
íàþùèõñÿ íà uΓ ∈ ∂Ω íå âûïîëíÿåòñÿ ∀s ∈ (0, τ ] : uΓ(s) /∈ Ω, ÷òî îçíà÷àåò
∀s ∈ [0, τ ] : uΓ(s) ∈ Ω. Óòâåðæäåíèå ¬A êàê ðàç îçíà÷àåò ÷òî âñå ëîêàëü-
íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì u0 ∈ Ω îñòàþòñÿ â Ω â
òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû.

41



3.3 Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè â îêðåñòíîñòè ∂Ω

Â ñëó÷àå êîãäà ïîëå íàïðàâëåíèé f(·) íå îïðåäåëåíî âíå Ω, ìû íå ìîæåì
íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü òåîðåìó î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0 ∈ ∂Ω. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì åñëè
ìû ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
F

(F (y))(t) = u0 +

∫ t

0

f(y(s))ds

îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå Yη,ε íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
y(t) : [−η, η] 7→ (Bε(u0) ∩ Ω) äëÿ íåêîòîðûõ η, ε > 0, òî F íåîáÿçàòåëüíî
îòîáðàæàåò Yη,ε â ñåáÿ, òàê êàê äëÿ íåêîòîðûõ y ∈ Yη,ε ïðåîáðàçîâàííàÿ
ôóíêöèÿ (F (y))(t) ìîæåò íà èíòåðâàëå t ∈ [−η, η] ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âíå
ìíîæåñòâà Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðèìåíèìà òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå
ñæèìàþùåãî îïåðàòîðà, îòîáðàæàþùåãî çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ñåáÿ. Ýòó
ïðîáëåìó ìîæíî ÷àñòè÷íî ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ñóçèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé y(t) ñ [−η, η] äî [0, η] : â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ìû èñêëþ÷èì òðàåêòîðèè âõîäÿùèå â Ω ÷åðåç ∂Ω ñíàðóæè
- äëÿ íèõ ïðè t < 0 : u(t) /∈ Ω, è çíà÷åíèå f(u(t)) íå îïðåäåëåíî.

2. Ñóçèòü îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé â y(t) äî íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
S(u0, ε) ⊂ Ω ïîòåíöèàëüíîé òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñ íà÷àëîì â u0.

Åñëè íàì óäàñòñÿ ïîêàçàòü ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî
ôóíêöèé y(t) çàìêíóòî è îòîáðàæàåòñÿ îïåðàòîðîì F â ñåáÿ, òî ïðèìåíèâ
òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå ìû äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ.

3.3.1 Êîíóñ ïîòåíöèàëüíûõ òðàåêòîðèé ëîêàëüíîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëóãðóïïû Ut

Ìû ïîñòðîèì îêðåñòíîñòü S(u0, ε) â âèäå êîíóñà ñ âåðøèíîé â u0 ∈ ∂Ω,
îñü êîòîðîãî èäåò â íàïðàâëåíèè f(u0), à ðàäèóñ îáðàçóþùåé îêðóæíîñòè
íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò (èëè ïî êðàéíåé ìåðå íå óáûâàåò) ñ ðîñòîì ðàññòî-
ÿíèÿ äî âåðøèíû.

Ïóñòü u0 ∈ ∂Ω, ε > 0. Îáîçíà÷èì f0 = f(u0). Ñëó÷àé f0 = 0 íå ïðåä-
ñòàâëÿåò áîëüøîãî èíòåðåñà - â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
u(t) = u0 = const, äàëåå ìû ñ÷èòàåì ÷òî f0 6= 0. Îáîçíà÷èì ïåðåñå÷åíèå
çàìêíóòîé ε-îêðåñòíîñòè u0 ñ Ω ÷åðåç

Bε,Ω(u0) = Bε(u0) ∩ Ω (3.8)

Ïðåäïîëîæèì ÷òî ïîëå íàïðàâëåíèé f(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ñ êîíñòàíòîé K íà Bε,Ω(u0), ò. å.

∀u1, u2 ∈ Bε,Ω(u0) : ‖f(u1)− f(u2)‖ ≤ K‖u1 − u2‖ (3.9)
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Ïóñòü α(t) : [0, T ] 7→ [0,+∞) - íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ îïðåäå-
ëåííàÿ íà îòðåçêå [0, T ], T > 0. Ââåäåì

η = η(u0, ε, α) = inf{t ≥ 0 | t‖f0‖+ α(t) = ε} (3.10)

Äëÿ t ∈ [0, η] îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ - çàìêíóòûõ øàðîâ ñ öåíòðîì
â u0 + f0 · t ðàäèóñîì α(t)

Bα(t)(u0 + f0t) = {u ∈ X | ‖u− (u0 + f0t)‖ ≤ α(t)} (3.11)

Ïóñòü ôóíêöèÿ α(·) òàêîâà ÷òî

∀t ∈ [0, η] : Bα(t)(u0 + f0t) ⊆ Ω (3.12)

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Yη,α íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé y(t), îïðåäåëåííûõ íà
îòðåçêå t ∈ [0, η], òàê ÷òî âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ y(t) ëåæàò â øàðå
Bα(t)(u0 + f0t):

∀t ∈ [0, η] : y(t) ∈ Bα(t)(u0 + f0t) (3.13)

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ Yη,α ñóïðåìóì-íîðìó
‖y‖Y = sup0≤t≤η ‖y(t)‖. Ïîñêîëüêó îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé y ∈ Yη,α ïðè

ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, η] - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Bα(t)(u0 + f0t),
òî ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé yk ∈ Yη,α ñî ñõîäèìîñòüþ ïî
íîðìå ‖ · ‖Y - ýòî ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ
(3.13), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà êàê ðàâíîìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ôóíêöèé Yη,α çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖Y .

Íàéäåì íàèìåíåå áûñòðî ðàñòóùóþ ôóíêöèþ α(t) (÷òîáû óñëîâèå (3.12)
áûëî íàèìåíåå îãðàíè÷èâàþùèì) äëÿ êîòîðîé îòîáðàæåíèå

(F (y))(t) = u0 +

∫ t

0

f(y(s))ds (3.14)

îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Yη,α â ñåáÿ. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè f(·) íà Bε(u0),
(F (y))(t) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ âñåõ y ∈ Yη,α, t ∈ [0, η] âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

(F (y))(t) ∈ Bα(t)(u0 + f0t) (3.15)

ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâó

‖(F (y))(t)− (u0 + f0t)‖ ≤ α(t) (3.16)

Èç y ∈ Yη,α ñëåäóåò ∀s ∈ [0, η] : y(s) ∈ Bα(s)(u0+f0s)⇔ ‖y(s)−(u0+f0s)‖ ≤ α(s).
Òîãäà ìîæíî îöåíèòü

‖y(s)− u0‖ = ‖(y(s)− u0 − f0 · s) + f0 · s‖ ≤
≤ ‖y(s)− u0 − f0 · s‖+ ‖f0 · s‖ ≤ α(s) + ‖f0‖ · s
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Äëÿ çíà÷åíèé (F (y))(t) òîãäà ìîæíî îöåíèòü

‖(F (y))(t)− (u0 + f0t)‖ =

∥∥∥∥(u0 +

∫ t

0

f(y(s))ds

)
− (u0 + f0t)

∥∥∥∥ =∥∥∥∥∫ t

0

(f(y(s))− f0)ds

∥∥∥∥ ≤ ∫ t

0

‖f(y(s))− f(u0)‖ds ≤∫ t

0

K‖y(s)− u0‖ds ≤ K
∫ t

0

(‖α(s) + f0‖ · s) ds ≤

≤ K‖f0‖
t2

2
+K

∫ t

0

α(s)ds

Íåðàâåíñòâî (3.16) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ åñëè ïîòðåáîâàòü

K‖f0‖
t2

2
+K

∫ t

0

α(s) ≤ α(t) (3.17)

Íàèìåíåå áûñòðî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ α (ïðèíèìàþùàÿ íà t ≥ 0 íåîòðèöà-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3.17) óäîâëåòâî-
ðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

K‖f0‖
t2

2
+K

∫ t

0

α(s)ds = α(t) (3.18)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó íåîäíîðîäíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

α′(t) = K‖f0‖t+Kα(t) (3.19)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå α′(t) = Kα(t) èìååò îáùåå ðåøåíèå
α(t) = CeKt. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (3.19) íàõîäèì ìåòîäîì
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ: ïîëàãàåì α(t) = C(t)eKt, òîãäà

α′(t) = C ′(t)eKt + C(t)KeKt = K‖f0‖t+Kα(t) = K‖f0‖t+ C(t)KeKt

îòêóäà C ′(t) = K‖f0‖te−Kt, C(t)− C(0) = ‖f0‖
K

(
1− e−Kt(1 +Kt)

)
. Òàê êàê

K > 0 òî äëÿ âñåõ t > 0 â ñèëó íåðàâåíñòâà eKt > 1 + Kt ïîëó÷àåì
1 − e−Kt(1 + Kt) > 0 è C(t) > C(0). Òàê êàê ôóíêöèÿ α(t) = C(t)eKt

äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ C(0) ≥ 0 (èíà÷å â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè C(t) ïðè ìàëûõ t > 0 ïîëó÷èòüñÿ α(t) < 0). Äëÿ òîãî
÷òîáû ôóíêöèÿ α(t) ðîñëà íàèìåíåå áûñòðî, íåîáõîäèìî âçÿòü C(0) = 0.
Ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè α(t):

α(t) = ‖f0‖
(
eKt − 1

K
− t
)

(3.20)

Îíî îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ðîñò ðàäèóñà êîíóñà ïîòåíöèàëü-
íûõ òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïðè êîòîðîì èíòåãðàëüíîå îòîáðà-
æåíèå F (3.14) ãàðàíòèðîâàííî îòîáðàæàåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
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Yη,α â ñåáÿ. Äëèíà âðåìåííîãî îòðåçêà η íà êîòîðîì îïðåäåëåíû ôóíêöèè
èç ìíîæåñòâà Y òîãäà ðàâíà

η = η(u0, ε, α) = inf{t ≥ 0 | t‖f0‖+ α(t) = ε} =

= inf{t
∣∣∣∣ ‖f0‖
K

(eKt − 1) = ε} =
1

K
ln

(
1 +K

ε

‖f0‖

)
(3.21)

Åñëè ìû îãðàíè÷èì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé èç Yη,α îòðåçêîì
[0, η0] ⊆ [0, η] ãäå η0 < 1/K, òî ïîëó÷èì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
Yη0,α:

Yη0,α =
{
y ∈ C

(
[0, η0], Bε(u0)

)
| ‖y(t)− (u0 + f0t)‖ ≤ α(t)

}
(3.22)

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Yη0,α òàêæå îòîáðàæàåòñÿ îòîáðàæåíèåì F â ñåáÿ, òàê
êàê ìû âûáðàëè òàêîå α(t) ÷òî íåðàâåíñòâî (3.16) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ
t ∈ [0, η]. Êðîìå òîãî îòîáðàæåíèå F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà Yη0,α (äîêà-
çàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò òàêîâîå â òåîðåìå 3.1.4). Ñëåäîâàòåëüíî,
F èìååò íà Yη0,α åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò
ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íà èíòåðâàëå t ∈ [0, η0]. Òàêèì îáðàçîì
ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊂ X - îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω, ∂Ω - ãðàíèöà Ω. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ
u0 ∈ ∂Ω, ε > 0 íà ìíîæåñòâå

Bε,Ω(u0) = Bε(u0) ∩ Ω

çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Bε,Ω(u0) 7→ X, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 0 < K < ∞ è f0 = f(u0). Ïóñòü ñó-

ùåñòâóåò òàêîå η, 0 < η ≤ 1
K ln

(
1 +K ε

‖f0‖

)
÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ x ∈ X

âåðíà èìïëèêàöèÿ

∀t ∈ [0, η] : ‖x− (u0 + f0t)‖ ≤ ‖f0‖
(
eKt − 1

K
− t
)
⇒ x ∈ Ω. (3.23)

Òîãäà çàäà÷à Êîøè {
u̇ = f(u(t))

u(0) = u0

èìååò íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0, η0], ãäå η0 ≤ η, η0 < 1/K åäèíñòâåííîå
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå u(t) : [0, η] 7→ Bε(u0)∩Ω íå âûõîäÿ-
ùåå èç Ω.

Çàìåòèì ÷òî ýòà òåîðåìà äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îäíàêî íå
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè - ìîãóò ñóùåñòâîâàòü íàïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, òðàåêòîðèè êîòîðûõ èäóò ïî ìíîæåñòâó ∂Ω, â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå
(3.23) íå âûïîëíÿåòñÿ.
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3.3.2 Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çíà÷åíèé ôóíêöèè α(t)

Çíà÷åíèå ôóíêöèè α(t) = ‖f0‖
(
eKt−1
K − t

)
â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìå-

íè t îïðåäåëÿåò ðàäèóñ øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå u0+f0t, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
òî÷êà òðàåêòîðèè u(t) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè u̇ = f(u), u(0) = u0 â ìîìåíò
t. Òàêèì îáðàçîì α(t) îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå òðàåêòîðèè ðå-
øåíèÿ îò åå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ôîðìóëîé ũ(t) = u0 + f0t.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü íàñêîëüêî òî÷íî ýòîò øàð îïðåäåëÿåò òðàåêòî-
ðèþ ðåøåíèÿ íàéäåì ðàçëîæåíèå α(t) ïðè ìàëûõ t:

α(0) = 0

α′(t) = ‖f0‖
(
eKt − 1

)
, α′(0) = 0

α′′(t) = ‖f0‖KeKt, α′′(0) = ‖f0‖K

α(t) = α(0) + α′(0)t+ α′′(0)
t2

2
+ o(t2) = ‖f0‖K

t2

2
+ o(t2) (3.24)

òî åñòü α(t) ïðè t→ +0 èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ t è,
ñëåäîâàòåëüíî ñ ðàññòîÿíèåì ‖u(t)− u0‖.

Â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè íàèáîëåå ïåññèìèñòè÷íîé îöåíêè îòêëîíåíèå îò
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðàâíî α(t):

‖u(t)− (u0 + f0t)‖ = α(t)

Íàéäåì êðèâèçíó òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êå t = 0. Ïóñòü

Bα(t)(u0 + f0t) = {u ∈ X | ‖u− (u0 + f0t)‖ ≤ α(t)}
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îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî (3.11) îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ âñå âîçìîæíûå òðàåê-
òîðèè ëîêàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè. Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå âåðõíåé âåòâè ïëîñêîé êðèâîé r(t) = (x(t), y(t)), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò
ãðàíèöó ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ýòîé îáëàñòè:

x(t) = u0 + ‖f0‖t

y(t) = α(t) = ‖f0‖
(
eKt − 1

K
− t
)

(3.25)

Òîãäà

x′(0) = ‖f0‖, x′′(0) = 0

y′(0) = 0, y′′(0) = ‖f0‖K

êðèâèçíà ïðè t = 0: k(u0) =
|x′y′′ − y′x′′|
(x′2 + y′2)

3/2
=
‖f0‖2K
‖f0‖3

=
K

‖f0‖
(3.26)

Òàêèì îáðàçîì ìàêñèìàëüíàÿ êðèâèçíà âîçìîæíîé òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ,
íàèáîëåå óêëîíÿþùåéñÿ îò ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ðàñòåò âìåñòå êîíñòàí-
òîé Ëèïøèöà ïîëÿ íàïðàâëåíèé f , è óáûâàåò ñ ðîñòîì ìîäóëÿ çíà÷åíèÿ
âåêòîðà ïîëÿ â òî÷êå u0. Åñëè â òî÷êå u0 ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðî-
èçâîäíàÿ f ′(u0) òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè u0 êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ
f ñòðåìèòñÿ ê ‖f ′(u0)‖ (ñì. îöåíêó (3.5)) ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ ðàäèó-
ñà îêðåñòíîñòè. Òîãäà äëÿ ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíû òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ â
òî÷êå u0 ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó

|k(u0)| ≤ ‖f
′(u0)‖
‖f0‖

(3.27)

3.4 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëî-

áàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, íå âûõî-

äÿùåãî èç Ω

Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3.1 âûïîëíåíû äëÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê u0 ∈ ∂Ω
(ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ε, η) òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2.3, âñå ëîêàëüíûå ïî
âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè èç Ω îñòàþòñÿ â
Ω â òå÷åíèè ïðîìåæóòêà âðåìåíè íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû. Åñëè êðîìå
òîãî ïîëå íàïðàâëåíèé f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé
0 < K < ∞ íà âñåì ìíîæåñòâå Ω, òî îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
ñóùåñòâóåò íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå t ∈ [0, T ]. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî íàì
ïîíàäîáèòüñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ëåììà, êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò ñêîðîñòü ðîñòà
ðåøåíèé.

Ëåììà 3.4.1. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊂ X - îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f(·) : Ω 7→ X
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íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 0 < K <∞
íà Ω. Òîãäà, åñëè u(t) : [0, T ] 7→ Ω - ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{

u̇ = f(u(t))

u(0) = u0 ∈ Ω

íå âûõîäÿùåå çà ïðåäåëû Ω, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] âåðíî íåðàâåíñòâî

‖u(t)− u0‖ ≤
‖f0‖
K

(
eKt − 1

)
(3.28)

ãäå f0 = f(u0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó f óäîâëåòâîðÿåò íà Ω óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé K, òî

∀u ∈ Ω: ‖f(u)− f(u0)‖ ≤ K‖u− u0‖

è ìîæíî îöåíèòü

‖f(u)‖ = ‖(f(u)− f(u0)) + f(u0)‖ ≤
≤ ‖f(u)− f(u0)‖+ ‖f(u0)‖ ≤ K‖u− u0‖+ ‖f0‖

(3.29)

Òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u(t) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì u(0) = u0 óäî-
âëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(t)− u0 =

∫ t

0

f(u(s))ds (3.30)

òî ìîæíî îöåíèòü íîðìó ýëåìåíòà â ëåâîé ÷àñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖u(t)− u0‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

f(u(s))ds

∥∥∥∥ ≤
≤
∫ t

0

‖f(u(s))‖ds ≤
∫ t

0

(K‖u(t)− u0‖+ ‖f0‖) ds

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè

v(t) = ‖u(t)− u0‖

ìû èìååì íåðàâåíñòâî

v(t) ≤ ‖f0‖t+K

∫ t

0

v(s)ds (3.31)

Íàèáîëåå òî÷íîé îöåíêîé ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû ‖u(t)−u0‖ òîãäà áóäåò ÷èñ-
ëîâàÿ ôóíêöèÿ v(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

v(t) = ‖f0‖t+K

∫ t

0

v(s)ds (3.32)
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êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

v′(t) = ‖f0‖+Kv(t) (3.33)

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå

dv

‖f0‖+Kv
= dt,

dv

v + ‖f0‖/K
= Kdt

ln

(
v(t) +

‖f0‖
K

)
− ln

(
v(0) +

‖f0‖
K

)
= Kt

ìû áåðåì íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ïî ñìûñëó íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
v(0) = ‖u(0)− u0‖ = 0 è ïîëó÷àåì

ln

(
1 +

K

‖f0‖
v(t)

)
= Kt

v(t) =
‖f0‖
K

(
eKt − 1

)
òî åñòü òðåáóåìóþ îöåíêó (3.28).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, íå âûõîäÿùåãî èç Ω.

Òåîðåìà 3.4.2. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊂ X - îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî X, Ω - çàìûêàíèå Ω, ∂Ω - ãðàíèöà Ω. Ïóñòü îòîáðàæåíèå
f(·) : Ω 7→ X îïðåäåëåíî, íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé 0 < K < ∞ íà Ω. Ïóñòü èçâåñòíî ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ uΓ ∈ ∂Ω â òå÷åíèå íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî îòðåçêà âðåìåíè
[0, η(uΓ)] ñóùåñòâóåò è îñòàåòñÿ â Ω ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè u̇ = f(u), u(0) = uΓ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ
u0 ∈ Ω â òå÷åíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìåíè [0, T ] ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè u̇ = f(u), u(0) = u0,
íå âûõîäÿùåå èç Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå u0 ∈ Ω. Åñëè u0 ∈ Ω òî,
òàê êàê Ω - îòêðûòîå ìíîæåñòâî, u0 âõîäèò â Ω âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé
ε-îêðåñòíîñòüþ, è òîãäà ïî òåîðåìå 3.1.4 â ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè
ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç Bε(u0) è, ñëåäîâàòåëüíî, èç Ω. Åñëè u0 ∈ ∂Ω, òî
ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç Ω ñóùåñòâóåò ïî óñëîâèÿì
òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç
Ω ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0 ∈ Ω.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà ëþáîé êîíå÷-
íûé îòðåçîê âðåìåíè [0, T ]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà ðåøåíèå
u(t), u(0) = u0, íå âûõîäÿùåå èç Ω ñóùåñòâóåò òîëüêî íà íåêîòîðîì îòðåçêå
[0, τ ] èëè ïîëóîòðåçêå [0, τ).
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Åñëè ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç Ω ñóùåñòâóåò íà îòðåçêå [0, τ ], òî
u(τ) ∈ Ω. Òîãäà, áåðÿ u(τ) â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ äëÿ çàäà÷è Êî-
øè è ðàññóæäàÿ òàê æå êàê äëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0 âûøå, ìû ìîæåì
ïðîäîëæèòü ðåøåíèå íà íåêîòîðûé íåíóëåâîé îòðåçîê âðåìåíè η(u(τ)), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îãðàíè÷åíèè âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèè ëî-
êàëüíîãî ðåøåíèÿ íå âûõîäÿùåãî èç Ω ëèøü îòðåçêîì [0, τ ].

Åñëè ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç Ω ñóùåñòâóåò íà ïîëóîòðåçêå [0, τ), ìû
ïîêàæåì ÷òî îíî ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà îòðåçîê [0, τ ], ïðè÷åì u(τ) ∈ Ω,
ñâåäÿ ñëó÷àé ê ïðåäûäóùåìó.

Ïóñòü {tk} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tk ∈ [0, τ), ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ê τ . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëîêàëüíîå ðåøåíèå u(t) íå âûõîäÿùåå èç
Ω îïðåäåëåíî íà [0, τ), òî äëÿ âñåõ tk îïðåäåëåíî çíà÷åíèå uk = u(tk) ∈ Ω.
Òàê êàê u(t) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ (3.30). Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (3.29), (3.28) ìû ìîæåì îöåíèòü

‖uk − uj‖ =

∥∥∥∥∥
∫ tk

tj

f(u(s))ds

∥∥∥∥∥ ≤
∫ tk

tj

‖f(u(s))‖ds ≤

≤
∫ tk

tj

(K(u(s)− u0) + ‖f0‖) ds ≤
∫ tk

tj

(
K
‖f0‖
K

(eKτ − 1) + ‖f0‖
)
ds =

=

∫ tk

tj

‖f0‖eKτds = |tk − tj |‖f0‖eKτ

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk} ñõîäèòñÿ, òî îíà ôóíäàìåíòàëüíà è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk} òàêæå ôóíäàìåíòàëüíà. Òàê êàê ïðî-
ñòðàíñòâî X - áàíàõîâî, òî {uk} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó åäèíñòâåííîìó ýëå-
ìåíòóX, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì u(τ), äîîïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèþ
u â òî÷êå t = τ . Òàê êàê ∀k : uk ∈ Ω è ìíîæåñòâî Ω - çàìêíóòîå, òî u(τ) ∈ Ω.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå t = τ íåïðåðûâíîé ñëåâà.
Òàê êàê tk ↑ τ òî ∀t ∈ [0, τ) íàéäåòñÿ òàêîå k ÷òî t < tk < τ . Òîãäà

‖u(t)−u(τ)‖ ≤ ‖u(t)−u(tk)‖+‖u(tk)−u(τ)‖ ≤ |t−tk|‖f0‖eKτ +‖u(tk)−u(τ)‖

Òàê êàê tk ↑ τ è u(tk) → u(τ), òî ∀ε > 0 ìû ìîæåì âûáðàòü
òàêîå k ÷òî |tk − τ |‖f0‖eKτ < ε/2 è ‖u(tk) − u(τ)‖ < ε/2. Òîãäà
∀t ∈ (tk, τ) : ‖u(t) − u(τ)‖ < ε è, ñëåäîâàòåëüíî, u(t) íåïðåðûâíà ñëåâà â
òî÷êå t = τ .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ÷òî äîîïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì â òî÷êå
t = τ ôóíêöèÿ u(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè íà îòðåçêå t ∈ [0, τ ],
íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ÷òî â òî÷êå t = τ ôóíêöèÿ u(t) óäîâëåòâîðÿåò
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (3.30), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ

u(τ)− u0 =

∫ τ

0

f(u(s))ds (3.34)

Òàê êàê íà t ∈ [0, τ ] : u(t) ∈ Ω è u(t) íåïðåðûâíà, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë
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ñóùåñòâóåò. Äëÿ âñåõ k ñïðàâåäëèâî

u(tk)− u0 =

∫ tk

0

f(u(s))ds

Òàê êàê limk→∞ u(tk) = u(τ) òî (3.34) ðàâíîñèëüíî

lim
k→∞

∫ tk

0

f(u(s))ds =

∫ τ

0

f(u(s))ds

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî,
îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè u(t) íà t ∈ [0, τ ], è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åííîñòè
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f(u(s)).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîñòðîèëè íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè u(t) : [0, τ ] 7→ Ω, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äàëåå íà
íåíóëåâîé îòðåçîê âðåìåíè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.5 Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïî

íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ïðè êîòîðûõ
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè, íå âûõîäÿùåãî èç ìíîæåñòâà Ω, óêàçàííîå ðåøåíèå ðàâíîìåðíî
íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 3.5.1. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊆ X, f ∈ C(M,X)
- íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå M â X, óäîâëåòâîðÿþùåå íà ìíîæåñòâå M
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé K < ∞. Ïóñòü èçâåñòíî ÷òî çàäà÷à
Êîøè {

u̇ = f(u),

u(0) = x ∈M
(3.35)

èìååò äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x ∈ M è íà ëþáîì êîíå÷íîì èí-
òåðâàëå t ∈ [0, T ], T < ∞ îãðàíè÷åííîå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðå-
øåíèå, íå âûõîäÿùåå èç M . Îáîçíà÷èì òî÷êó òðàåêòîðèè â ìîìåíò t äëÿ
ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x ÷åðåç U(t, x). Òîãäà ïðè ëþáîì ôèêñè-
ðîâàííîì t îòîáðàæåíèå U(t, x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé x
íà ìíîæåñòâå M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû äâà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿ x1, x2 ∈ M è ïóñòü
u1(t), u2(t), ui ∈ C1([0, T ],M) - ñîîòâåòñòâóþùèå èì òðàåêòîðèè ðåøåíèé
çàäà÷è Êîøè (3.35) íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå t ∈ [0, T ], òî åñòü ui(0) = xi
è u′i(t) = f(ui(t)) . Òîãäà îòîáðàæåíèÿ ui óäîâëåòâîðÿþò èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèÿì

u1(t)− x1 =

∫ t

0

f(u1(s))ds, u2(t)− x2 =

∫ t

0

f(u2(s))ds (3.36)
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Âû÷èòàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

u1(t)− u2(t) = (x1 − x2) +

(∫ t

0

(f(u1(s))− f(u2(s))) ds

)
⇒ (3.37)

‖u1(t)− u2(t)‖ ≤ ‖x1 − x2‖+

∥∥∥∥∫ t

0

(f(u1(s))− f(u2(s))) ds

∥∥∥∥ ≤
≤ ‖x1 − x2‖+K

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖ds (3.38)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v(t) = ‖u1(t) − u2(t)‖. Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ui(0) = xi è íåðàâåíñòâà (3.38) äëÿ v(t) âåðíî

v(0) = ‖x1 − x2‖ = v0

v(t) ≤ v0 +K

∫ t

0

v(s)ds
(3.39)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè v(t) îãðàíè÷åíû ñâåðõó çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè vmax(t)
äëÿ êîòîðîé ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî çàìåíåíî íà ðàâåíñòâî. Äëÿ vmax
ìû èìååì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå vmax(t) = v0 + K

∫ t
0
vmax(s)ds

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì vmax(0) = v0, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíîå
v′max(t) = Kvmax(t), vmax(0) = v0. Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî vmax(t) = v0e

Kt.
Òàêèì îáðàçîì

‖U(t, x1)−U(t, x2)‖ = ‖u1(t)−u2(t)‖ = v(t) ≤ vmax(t) = ‖x1−x2‖eKt (3.40)

Îöåíêà (3.40) ïîêàçûâàåò ÷òî U(t, x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî x íà ìíî-
æåñòâå M .

3.6 Ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè, êîððåêòíî îïðåäåëÿþùåãî ïîëó-

ãðóïïó ñäâèãîâ íà ïðîñòðàíñòâå C0
b (Ω, Y )

Òåîðåìà 3.4.2 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè, îïðåäåëÿþùåãî ïîëóãðóïïó Ut(·) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè (3.2)-(3.4).
Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 3.6.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4.2. Ïóñòü
U(t, x), U :

(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω - ñåìåéñòâî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è

Êîøè (3.1), îïðåäåëåííîå íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [0, T ]
äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x ∈ Ω. Òîãäà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
îòîáðàæåíèé T (t, ϕ) îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) : (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·))

(ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò x ∈ Ω) îïðåäåëÿåò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ) â
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ñåáÿ. Ïðè ýòîì äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ϕ ∈ Dom(AT ) âûïîëíÿåòñÿ òðåáó-
åìîå ðàâåíñòâî (2.5):

∀x ∈ Ω : (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.4.2, òî ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè (3.1) ñóùåñòâóåò íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè
t ∈ [0, T ] äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x ∈ Ω è íå âûõîäèò çà ïðåäåëû Ω.
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.7.1:

1. îòîáðàæåíèå U(t, x) îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó,
îòîáðàæàþùóþ Ω â ñåáÿ

2. Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

Êðîìå òîãî, òàê êàê óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.5.1 èìååò ìåñòî ïðè òåõ æå
óñëîâèÿõ ÷òî è òåîðåìû 3.4.2, òî îòîáðàæåíèå U(t, x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì ïî ïåðåìåííîé x íà x ∈ Ω. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå òðè ïðåä-
óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.6.2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt îïðå-
äåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è (2.2)-(2.5) äëÿ ñëó÷àÿ Dom(Tt) = Φ = C0

b (Ω, Y ),
òî åñòü ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ ïðîñòðàíñòâî C0

b (Ω, Y ) â ñåáÿ, òàêóþ
÷òî çíà÷åíèÿ åå ãåíåðàòîðà íà äèôôåðåíöèðóåìûõ ϕ ∈ Dom(AT ) ðàâíû
(AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x).

53



Ãëàâà 4

Ñâîéñòâà ïîëóãðóïïû

íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà

Èòàê, ìû ïîñòðîèëè ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Tt : C
0
b (Ω, Y ) 7→ C0

b (Ω, Y ), êî-
òîðîå êàæäîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé íà Ω ôóíêöèè ϕ ∈ C0

b (Ω, Y )
ñîïîñòàâëÿåò íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ Tt(ϕ) ∈ C0

b (Ω, Y ) ïî
ôîðìóëå (2.7):

(Ttϕ)(x) = ϕ(U(t, x))

Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 2.5.3, Tt ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ. Îïðåäåëèì íåêîòîðûå èç îáû÷íî èññëåäóåìûõ ñâîéñòâ ýòîãî
îáúåêòà. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ - ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëóãðóïïà Tt
ñèëüíî íåïðåðûâíîé: â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà ìîæíî ïðèìåíèòü
ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ïîëóãðóïï, òàêèõ êàê òåîðå-
ìà Õèëëå-Èîñèäû, äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ñàìîé ïîëóãðóïïû è åå ãåíåðàòîðà.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âñþäó ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûì óñëîâèå (2.8)

U(t,Ω) ⊆ Ω

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Tt ôîðìóëîé
(2.7).

4.1 Ïîðÿäîê ðîñòà ïîëóãðóïïû Tt

Îöåíèì íîðìó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Tt. Â òåîðåìå 2.5.3 ìû óñòàíîâèëè ÷òî
‖Ttϕ‖Ω0 ≤ ‖ϕ‖

Ω
0 , ïîýòîìó

‖Tt‖ = sup
‖ϕ‖

Ω0=1

‖Ttϕ‖Ω0

‖ϕ‖
Ω

0

≤ 1

Çíà÷åíèå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ðàâíîå 1 î÷åâèäíî äîñòèãàåòñÿ åñëè
ϕ(x) ≡ const íà âñåõ x ∈ Ω. Ïîýòîìó íîðìà îïåðàòîðà ‖Tt‖ = 1 äëÿ âñåõ
t ≥ 0.
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4.2 Óñëîâèÿ ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïîëó-

ãðóïïû Tt

Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè Tt ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïîé íà âñåé îáëàñòè
C0
b (Ω, Y ) ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Êàê áûëî çàìå÷åíî â ðàçäåëå 1.5.1, äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü ïðè ñòðåìëåíèè t→ +0. Â ïðîñòðàíñòâå C0
b (Ω, Y )

ñèëüíàÿ íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò ÷òî

0 = lim
t→+0

‖Ttϕ− ϕ‖Ω0 = lim
t→+0

sup
x∈Ω

‖ϕ(U(t, x))− ϕ(x)‖Y (4.1)

Ïîñêîëüêó U(t, x) - ýòî ïîëóãðóïïà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
u̇ = f(u), u(0) = x, òî ìû ìîæåì çàïèñàòü x = U(0, x) è ϕ(x) = ϕ(U(0, x)).
Åñëè ϕ äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω, òî ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé
ôóíêöèè (1.4) ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

d

ds
ϕ(U(s, x)) = ϕ′(U(s, x))

d

ds
U(s, x) = ϕ′(U(s, x))f(U(s, x)) (4.2)

(ðàâåíñòâî d
dsU(s, x) = f(U(s, x)) ñëåäóåò èç òîãî ÷òî U(s, x) ðàçðåøàåò

çàäà÷ó Êîøè u̇ = f(u)). Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x) êðîìå òîãî íåïðåðûâíà
ïî x íà Ω òî, ïîñêîëüêó U(s, x) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé s, ïðîèçâîä-
íàÿ d

dsϕ(U(s, x)) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåííîé s êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé
ϕ′(U(s, x)) è f(U(s, x)), êàæäîå èç êîòîðûõ íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé s.

Ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (1.5) ìû ìîæåì îöåíèòü

ϕ(U(t, x))− ϕ(U(0, x)) ≤

≤ t · sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ ddsϕ(U(s, x))

∥∥∥∥ = t · sup
0≤s≤t

‖ϕ′(U(s, x))f(U(s, x))‖
(4.3)

Ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.8), òî åñòü U(s, x) ∈ Ω. Ïî-
ýòîìó ìîæíî îöåíèòü

‖ϕ′(U(s, x))f(U(s, x)‖ ≤ sup
ξ∈Ω

‖ϕ′(ξ)f(ξ)‖ (4.4)

Åñëè
sup
ξ∈Ω

‖ϕ′(ξ)f(ξ)‖ = C1(ϕ) <∞ (4.5)

òî ìîæíî îöåíèòü

‖(Tt(ϕ))(x)− ϕ(x)‖ = ‖ϕ(U(t, x))− ϕ(U(0, x))‖ ≤ t · C1(ϕ) (4.6)

Òîãäà

lim
t→+0

‖Ttϕ− ϕ‖Ω0 = lim
t→+0

sup
x∈Ω

‖(Tt(ϕ))(x)− ϕ(x)‖ ≤ lim
t→+0

(tC1(ϕ)) = 0 (4.7)
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Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îïåðàòîð Tt ñèëüíî íåïðåðûâåí
ïðè ñòðåìëåíèè t→ +0 íà òåõ ýëåìåíòàõ ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ), êîòîðûå íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû íà Ω è äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.5).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåãäà íàéäóòñÿ ýëåìåíòû ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ) äëÿ êîòîðûõ

lim
t→+0

‖Ttϕ − ϕ‖
Ω

0 6= 0. Åñëè ϕ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà Ω òî â

ñèëó íåïðåðûâíîñòè ϕ′(U(s, x))f(U(s, x)) ïî ïåðåìåííîé s, ìîæíî äëÿ ñêîëü
óãîäíî ìàëîãî ε > 0 âûáðàòü òàêîå δ > 0 ÷òî 0 < t < δ âëå÷åò

‖ϕ′(U(t, x))f(U(t, x))− ϕ′(U(0, x))f(U(0, x))‖ =

= ‖ϕ′(U(t, x))f(U(t, x))− ϕ′(x)f(x)‖ < ε

Çàïèøåì ôîðìóëó êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (1.6) äëÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè
ϕ(U(s, x)) ïðè ïðèðàùåíèè ïåðåìåííîé s îò 0 äî t:

‖ϕ(U(t, x))− ϕ(x)− ϕ′(x)f(x) · t‖ =

=

∥∥∥∥ϕ(U(t, x))− ϕ(U(0, x))− d

ds
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

· t
∥∥∥∥ ≤

≤ t · sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ ddsϕ(U(s, x))− d

ds
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥ =

= t · sup
0≤s≤t

‖ϕ′(U(s, x))f(U(s, x))− ϕ′(x)f(x)‖ < t · ε

(4.8)

îòêóäà ïîäåëèâ íà t ïîëó÷àåì

lim
t→+0

ϕ(U(t, x))− ϕ(x)

t
= ϕ′(x)f(x) (4.9)

Åñëè ïðè ýòîì C1(ϕ) = ∞, òî åñòü åñëè ‖ϕ′(x)f(x)‖ ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî
íà x ∈ Ω, òî êàêîå ìàëîå t > 0 ìû áû íå âçÿëè, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ Ω
òàêîé ÷òî ‖ϕ′(x)f(x)‖ > 1/t, ÷òî äåëàåò íåâîçìîæíûì ðàâåíñòâî

lim
t→+0

sup
x∈Ω

‖(Tt(ϕ))(x)− ϕ(x)‖ = 0

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóãðóïïà Tt íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé íà áà-
íàõîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé C0

b (Ω, Y ). Ïîïûòêà ñäåëàòü åå ñèëüíî
íåïðåðûâíîé îãðàíè÷èâ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Tt ïîäìíîæå-
ñòâîì òàêèõ ýëåìåíòîâ ϕ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå (4.5) ê ñîæà-
ëåíèþ íè÷åãî íå äàåò. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû ÷òî f(x) = f0 = const.
Òîãäà ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ϕ äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4.5) - ýòî
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé, ïðî-
èçâîäíàÿ êîòîðûé îãðàíè÷åíà íà Ω. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖ · ‖

Ω
0 ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y ) - ðàâíî-
ìåðíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íå îáÿçà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó óêàçàííîå ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì (è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû íå ìîæåì
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òîãäà ïðèìåíèòü àïïàðàò àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ïîëóãðóïï äëÿ àíàëèçà ïî-
ëóãðóïïû Tt è åå ãåíåðàòîðà íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå). Åãî ìîæíî ñäåëàòü
áàíàõîâûì, âçÿâ áîëåå ñèëüíóþ íîðìó

‖ϕ‖
Ω

1 = sup
x∈Ω

‖ϕ(x)‖+ sup
x∈Ω

‖ϕ′(x)‖ (4.10)

êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íå òîëüêî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè íî è çíà÷åíèé åå ïðîèçâîäíîé. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå è ñèëüíóþ íåïðåðûâíîñòü ïîëóãðóïïû Tt íóæíî ðàññìàòðèâàòü îò-
íîñèòåëüíî íîâîé, áîëåå ñèëüíîé íîðìû ‖ ·‖

Ω
1 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.5) óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñèëüíîé íåïðåðûâ-
íîñòè ïîëóãðóïïû Tt - ýòî ïîíÿòíî èç òîãî ÷òî íàì â ïðåäåëüíîì ñîîòíîøå-
íèè Ttϕ→ ϕ òåïåðü òðåáóåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå òîëüêî çíà÷åíèé
ôóíêöèé íî è çíà÷åíèé èõ ïðîèçâîäíûõ. Ìû ñíîâà áóäåì èìåòü íåêîòîðûå
ýëåìåíòû áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Tt íà
êîòîðûõ îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé.

Èòàê, â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ ∈ C0
b (Ω, Y ), ðàâíî-

ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü (Tt(ϕ))(x)→ ϕ(x) ïðè t→ +0 íà ìíîæåñòâå Ω íå èìååò
ìåñòà. Ïîòî÷å÷íàÿ æå ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ íåïðåðûâíûõ ϕ
(è íå òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ èç ïðîñòðàíñòâà C0

b (Ω, Y )): îòîáðàæåíèå
ϕ(U(t, x)) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé t êàê êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ îòîá-
ðàæåíèé, ïîýòîìó

∀x ∈ Ω: lim
t→+0

ϕ(U(t, x)) = ϕ(U(0, x)) = ϕ(x)

Åñëè â ïðîñòðàíñòâå Φ (òî åñòü â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû Tt),
ñõîäèìîñòü åãî ýëåìåíòîâ ϕ ∈ Φ îïðåäåëåíà êàê ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
çíà÷åíèé, òî óñëîâèå ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè (4.1) îçíà÷àåò ÷òî îòîáðàæå-
íèå ϕ(U(t, x)) äîëæíî áûòü íåïðåðûâíûì ïî ïåðåìåííîé t â òî÷êå t = 0
ñïðàâà ðàâíîìåðíî ïî ïåðåìåííîé x íà ìíîæåñòâå x ∈ Ω.

Åñëè ïîëå íàïðàâëåíèé f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî òî [4, ãë.
X, �2, ï.1] ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ u̇ = f(u) íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûì îáðàçîì çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0, ñëåäî-
âàòåëüíî, îòîáðàæåíèå U(t, x) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé x. Ðàññìîòðèì
U(t, x) êàê ôóíêöèþ îáúåäèíåííîãî àðãóìåíòà y = (t, x) : U(y) = U(t, x).
Çàïèñàâ ïðèðàùåíèå

U(y2)− U(y1) = U(t2, x2)− U(t1, x1) =

= (U(t2, x2)− U(t1, x2)) + (U(t1, x2)− U(t1, x1))

ìû ìîæåì â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è íåïðåðûâíîñòè U(t, x) ïî t
çàêëþ÷èòü ÷òî U(t, x) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ y = (t, x).

Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω êîìïàêòíî. Òîãäà ïî òåîðåìå Ãåéíå-Êàíòîðà,
íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå [0, t0] × Ω íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
ψ(y) : ([0, t0] × Ω) 7→ Y , ψ(y) = ψ(t, x) = ϕ(U(t, x)) ÿâëÿåòñÿ ðàâ-
íîìåðíî íåïðåðûâíûì ïî àðãóìåíòó y = (t, x). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
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ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå δ > 0 ÷òî |t1 − t2| + ‖x1 − x2‖ < δ
âëå÷åò ‖ψ(y1) − ψ(y2)‖ = ‖ϕ(U(t1, x1)) − ϕ(U(t2, x2))‖ < ε. Äëÿ äàí-
íîãî ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0 è ïîëîæèì
t1 = t < δ, t2 = 0, x1 = x2 = x. Òîãäà ‖ϕ(U(t, x)) − ϕ(U(0, x))‖ < ε âûïîëíÿ-
åòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ Ω è, ñëåäîâàòåëüíî lim

t→+0
sup
x∈Ω

‖ϕ(U(t, x))− ϕ(U(0, x))‖ = 0,

òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.1) ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè ïîëóãðóïïû Tt.
Èòàê, ïîëóãðóïïà íåîäíîðîäíûõ ñäâèãîâ Tt ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå C0

b (Ω, Y ) â òîì ÷èñëå â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå êîãäà
f - íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî à Ω - êîìïàêòíî, â ÷àñòíîñòè åñëè Ω -
îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî â Rn.

4.3 Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ãåíåðàòîðà AT ïîëó-

ãðóïïû Tt

Ïîêàæåì ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(AT ) ãåíåðàòîðà ïîëóãðóïïû Tt -
íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, Dom(AT ) ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ ýëå-
ìåíòîâ ϕ ∈ Dom(Tt) = C0

b (Ω, Y ) äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò (AT (ϕ)) ∈ Dom(Tt) = C0

b (Ω, Y ) òàêîé ÷òî

lim
t→+0

Ttϕ− ϕ
t

= AT (ϕ) (4.11)

÷òî îçíà÷àåò

0 = lim
t→0

∥∥∥∥Ttϕ− ϕt
−AT (ϕ)

∥∥∥∥
Ω

0
= lim
t→0

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ (Ttϕ)(x)− ϕ(x)

t
− (AT (ϕ))(x)

∥∥∥∥
Y

(4.12)
Ðàññìîòðèì òå îòîáðàæåíèÿ ϕ êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíóþ íà Ω ïðîèç-
âîäíóþ. Äëÿ òàêèõ ϕ ïîëîæèì

(AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x)

Âîñïîëüçóåìñÿ åùå ðàç ôîðìóëîé êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (4.8):

‖ϕ(U(t, x))−ϕ(x)−ϕ′(x)f(x)·t‖ ≤ t· sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ ddsϕ(U(s, x))− d

ds
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥
Åñëè ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ d2

ds2ϕ(U(s, x)) òî ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ
ïðèðàùåíèé (1.5) ìû ìîæåì îöåíèòü∥∥∥∥ ddsϕ(U(s, x))− d

ds
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥ ≤ s · sup
0≤τ≤s

∥∥∥∥ d2

dτ2
ϕ(U(τ, x))

∥∥∥∥
‖ϕ(U(t, x))− ϕ(x)− ϕ′(x)f(x) · t‖ ≤ t2 · sup

0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥∥∥∥∥ϕ(U(t, x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)f(x)

∥∥∥∥ ≤ t · sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥
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Åñëè êðîìå òîãî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ d2

ds2ϕ(U(s, x)) íåïðåðûâíà ïî ïåðåìåí-
íîé s, òî

lim
t→+0

sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥
Â ñëó÷àå åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

∥∥∥∥ = C2(ϕ) <∞ (4.13)

òî

lim
t→+0

sup
x∈Ω

∥∥∥∥ϕ(U(t, x))− ϕ(x)

t
− ϕ′(x)f(x)

∥∥∥∥ ≤ lim
t→+0

sup
x∈Ω

(
t · sup

0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥) =

= lim
t→+0

(
t · sup

x∈Ω

sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥
)

=

(
lim
t→+0

t

)
·

(
lim
t→+0

sup
x∈Ω

sup
0≤s≤t

∥∥∥∥ d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∥∥∥∥
)

=

=

(
lim
t→+0

t

)
· C2(ϕ) = 0

òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.12) è, ñëåäîâàòåëüíî ϕ ∈ Dom(AT ), ïðè÷åì
(AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x).

Ïîëó÷èì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé d2

ds2ϕ(U(s, x)):

d2

ds2
ϕ(U(s, x)) =

d

ds
(ϕ′(U(s, x))f(U(s, x))) =(

ϕ′′(U(s, x))
d

ds
U(s, x)

)
f(U(s, x)) + ϕ′(U(s, x))

(
f ′(U(s, x))

d

ds
U(s, x)

)
=

= ϕ′′(U(s, x))(f(U(s, x)), f(U(s, x))) + ϕ′(U(s, x))f ′(U(s, x))f(U(s, x))

ãäå ϕ′′(U(s, x))(f(U(s, x)), f(U(s, x))) îáîçíà÷àåò äåéñòâèå áèëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ ϕ′′(U(s, x)) íà ïàðå ýëåìåíòîâ f(U(s, x)) (ñì. ïîäðîáíûé âûâîä
[3, ÷àñòü I, �7, ï.5]). Ïðè s = 0 : U(0, x) = x è

d2

ds2
ϕ(U(s, x))

∣∣∣∣
s=0

= ϕ′′(x)(f(x), f(x)) + ϕ′(x)f ′(x)f(x) (4.14)

Óñëîâèå (4.13) ïðèíèìàåò âèä

sup
x∈Ω

‖ϕ′′(x)(f(x), f(x)) + ϕ′(x)f ′(x)f(x)‖ = C2(ϕ) <∞ (4.15)

Ïðîèçâîäíàÿ d2

ds2ϕ(U(s, x)) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà x ∈ Ω, åñëè íà

x ∈ Ω ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïðîèçâîäíûå ϕ′′(x) è f ′(x). Â ýòîì ñëó-
÷àå âûïîëíåíèå (4.15) îáåñïå÷èâàåò ϕ ∈ Dom(AT ). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
óòâåðæäàòü ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) íåïðåðûâíà íà Ω, òî

Dom(AT ) ⊇ {ϕ ∈ C2(Ω, Y ) | sup
x∈Ω

‖ϕ′′(x)(f(x), f(x)) + ϕ′(x)f ′(x)f(x)‖ <∞}

(4.16)
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Ãëàâà 5

Ñëó÷àé íóëåâûõ êðàåâûõ

óñëîâèé

5.1 Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóãðóï-

ïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà

Âåðíåìñÿ ê ïîñòàíîâêå èçíà÷àëüíîé çàäà÷è â ðàçäåëå 2.1. Åñëè ìíîæå-
ñòâî Ω ⊆ X íå ðàâíî âñåìó ïðîñòðàíñòâó X, òî òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå êðàåâûõ óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà çíà÷åíèÿ ñàìèõ îòîáðàæåíèé
ϕ ∈ Φ ⊆ C0

b (Ω, Y ) è/èëè çíà÷åíèÿ èõ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå ∂Ω ìíî-
æåñòâà Ω. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîñòåéøèõ êðàåâûõ
óñëîâèé:

∀x ∈ ∂Ω : ϕ(x) = 0 (5.1)

ãäå 0 - íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y â êîòîðîì ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäìíîæåñòâî îãðàíè-

÷åííûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé Ω 7→ Y :

C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) = {ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ) | ∀x ∈ ∂Ω : ϕ(x) = 0} (5.2)

Ìíîæåñòâî C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) î÷åâèäíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ (ïî íîðìå ‖ · ‖
Ω

0

âìåùàþùåãî ïðîñòðàíñòâà C0
b (Ω, Y )) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ýëåìåíòîâ

ϕn ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî æå ìíîæåñòâà, òàê êàê ñõî-

äèìîñòü ïî íîðìå ‖ · ‖
Ω

0 âëå÷åò ïîòî÷å÷íóþ ñõîäèìîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé

íà âñåõ x ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñõîäè-

ìîñòè è ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà C0
b (Ω, Y ). Ýòî áàíàõîâî

ïðîñòðàíñòâî ñ òîé æå ñàìîé sup-íîðìîé ‖ · ‖
Ω

0 .

Ïóñòü çàäàíî f ∈ C0(Ω, X) - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Ω 7→ X, óäî-
âëåòâîðÿþùåå íà ìíîæåñòâå Ω óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé
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Kf < ∞. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïîëóãðóïïû

íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà:
Ïîñòðîèòü ïîëóãðóïïó Tt, îòîáðàæàþùóþ ïðîñòðàíñòâî C0

b,∂Ω=0(Ω, Y ) â
ñåáÿ

T : R+
0 × C0

b,∂Ω=0(Ω, Y ) 7→ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) (5.3)

òàêóþ ÷òî çíà÷åíèÿ åå ãåíåðàòîðà AT : C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) 7→ C0

b,∂Ω=0(Ω, Y )

AT (ϕ) = lim
t→+0

Tt(ϕ)− ϕ
t

(5.4)

äëÿ âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ íà Ω îòîáðàæåíèé ϕ ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ), áûëè

ðàâíû ϕ′(x)f(x):
∀x ∈ Ω: (AT (ϕ))(x) = ϕ′(x)f(x) (5.5)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à - ýòî óæå ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à (2.2)-(2.5) â òîì
ñëó÷àå êîãäà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Φ = Dom(Tt) èñêîìîé ïîëóãðóïïû Tt
åñòü ïðîñòðàíñòâî C0

b,∂Ω=0(Ω, Y ):

Φ = Dom(Tt) = C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) (5.6)

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.6.3, åñëè

1. ñóùåñòâóåò ïîëóãðóïïà

U :
(
R+

0 × Ω
)
7→ Ω (5.7)

2. äëÿ ãåíåðàòîðà AU ïîëóãðóïïû U âûïîëíÿåòñÿ:

Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω : AU (x) = f(x) (5.8)

3. âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

∀ϕ ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ), ∀t ≥ 0 :

(Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y )

(5.9)

(ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîëüíûé àðãóìåíò x ∈ Ω)

òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé T (t, ϕ) îïðåäåëåííîå ôîð-
ìóëîé

(Ttϕ)(x) = ϕ(U(t, x)) (5.10)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (5.3)-(5.5). Ïðè ýòîì ìû çíàåì (ñì. ïðåäëîæåíèå
2.7.1) ÷òî äâà ïåðâûõ ïóíêòà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ïîëóãðóïïû U(t, x) îïðåäå-
ëåííîé êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

d

dt
U(t, x) = f(U(t, x)), 0 ≤ t ≤ T

U(0, x) = x ∈ Ω
(5.11)
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ïðè óñëîâèè ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíî-
ãî çíà÷åíèÿ x ∈ Ω â òå÷åíèè íåîãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè è íå
âûõîäèò çà ïðåäåëû ìíîæåñòâà Ω.

Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïîèñêå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ äëÿ ïîëóãðóïïû
Ut îïðåäåëåííîé êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.11) âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå
(5.9). Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿëîñü, çíà÷åíèå
U(t, x) äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ≥ 0, x ∈ Ω è ïðèíàäëåæàòü
ìíîæåñòâó Ω: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ëèáî óòâåðæäåíèå (5.9) âûïîëíåíî íå
äëÿ âñåõ t ≥ 0, x ∈ Ω, ëèáî çíà÷åíèå ϕ(U(t, x)) íå îïðåäåëåíî è òîãäà (5.9)
íå âûïîëíÿåòñÿ. Çàìåòèì ÷òî òðåáîâàíèå (5.9) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ
äâóõ óñëîâèé:(

ϕ(U(t, ·)) ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y )

)
⇔

{
ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b (Ω, Y )

∀xΓ ∈ ∂Ω : ϕ(U(t, xΓ)) = 0
(5.12)

Ìû ðàññìàòðèâàåì ôîðìóëó (5.10) òîëüêî â òîì ñëó÷àå êîãäà îíà îïðå-
äåëåíà êîððåêòíî, òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ∀x ∈ Ω,∀t ≥ 0 : U(t, x) ∈ Ω è,
ñëåäîâàòåëüíî, ∀x ∈ Ω,∀t ≥ 0 âûïîëíåíî ëèáî U(t, x) ∈ Ω ëèáî U(t, x) ∈ ∂Ω
- òàê êàê äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà Ω åãî çàìûêàíèå Ω = Ω ∪ ∂Ω, ïðè÷åì
Ω ∩ ∂Ω = ∅.

Ïóñòü ϕ ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) - ïðîèçâîëüíî. Òîãäà ∀x ∈ ∂Ω: ϕ(x) = 0 à

çíà÷åíèÿ ϕ(x) ïðè x ∈ Ω âîîáùå ãîâîðÿ ïðîèçâîëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
îòîáðàæåíèÿ (Tt(ϕ))(x) = ϕ(U(t, x)) êðàåâîå óñëîâèå (5.1)

∀x ∈ ∂Ω: (Tt(ϕ))(x) = ϕ(U(t, x)) = 0 (5.13)

ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

∀xΓ ∈ ∂Ω,∀t ≥ 0 : U(t, xΓ) ∈ ∂Ω (5.14)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû îáùàÿ ôîðìóëà (5.10) äàâàëà ðåøåíèå êðàå-
âîé çàäà÷è (5.3)-(5.5) íåîáõîäèìî ÷òîáû äëÿ ïîëóãðóïïû U(t, x) ìíîæåñòâî
∂Ω ÿâëÿëîñü èíâàðèàíòíûì, òî åñòü ÷òîáû âñå òðàåêòîðèè çàäà÷è Êîøè
(5.11) íà÷èíàþùèåñÿ íà ãðàíèöå ∂Ω ìíîæåñòâà Ω íåîãðàíè÷åííî äîëãî îñòà-
âàëèñü íà ãðàíèöå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ÷òî äîñòàòî÷íî ïîòðå-
áîâàòü, ÷òîáû äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè u0 ∈ ∂Ω ñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíîå
ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, íå âûõîäÿùåå èç ∂Ω.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊆ X - åãî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî, ∂Ω - ãðàíèöà Ω, îòîáðàæåíèå f : Ω 7→ X óäîâëåòâîðÿåò
íà Ω óñëîâèþ Ëèïøèöà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè u̇ = f(u), u(0) = u0 ∈ ∂Ω ñóùåñòâîâàëè íåîãðàíè÷åííî äîëãî âî âðå-
ìåíè è íå âûõîäèëè çà ïðåäåëû ∂Ω, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû äëÿ
ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0 ∈ ∂Ωñóùåñòâîâàëî ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, íå âûõîäÿùåå èç ∂Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà - åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ u0 ∈ ∂Ω ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò ëè-
áî ïîêèäàåò ∂Ω, òî è ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ îñòàþùåãîñÿ âíóòðè ∂Ω äëÿ
u(0) = u0 íå ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.
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Ïóñòü èçâåñòíî ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u0 ∈ ∂Ω â òå÷åíèå
íåíóëåâîãî îòðåçêà âðåìåíè ñóùåñòâóåò ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè,
íå âûõîäÿùåå èç ∂Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå ìîæíî
ïðîäîëæèòü íà íåíóëåâîé îòðåçîê âðåìåíè, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ∂Ω. Ïî-
êàæåì ÷òî ýòî ïðîäîëæåíèå ìîæíî îñóùåñòâëÿòü íåîãðàíè÷åííî äîëãî âî
âðåìåíè. Õîä ðàññóæäåíèé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí èñïîëüçîâàííîìó ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.4.2: ïðåäïîëîæèì ÷òî ðåøåíèå íå âûõîäÿùåå èç ∂Ω
ñóùåñòâóåò ëèøü íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, τ ] èëè ïîëóîòðåçêå [0, τ) âðåìåíè.
Åñëè îíî îïðåäåëåíî íà çàìêíóòîì îòðåçêå, òî ïî óñëîâèÿì òåîðåìû, åãî
ìîæíî ïðîäîëæèòü äàëåå âî âðåìåíè íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû ∂Ω - ïðîòèâîðå-
÷èå. Åñëè ðåøåíèå u(t) îïðåäåëåíî ëèøü íà ïîëóîòðåçêå t ∈ [0, τ) òî, âûáðàâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tk ñõîäÿùóþñÿ ê τ , ìîæíî ïîêàçàòü
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u(tk) ∈ ∂Ω ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó çíà÷åíèþ u(τ),
ïðè÷åì u(τ) ∈ ∂Ω, òàê u(tk) ∈ ∂Ω è ∂Ω - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Äàëåå îñòà-
åòñÿ ïîêàçàòü ÷òî ôóíêöèÿ u(t) â òî÷êå t = τ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ñëåâà è
óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó çàäà÷å Êîøè.

Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî ÷òî ïîëå íà-
ïðàâëåíèé f ãëîáàëüíî ëèïøèöåâî íà ∂Ω è òî ÷òî ∂Ω - çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî.

Ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ
íå âûõîäÿùåãî çà ïðåäåëû ∂Ω â ñëó÷àå ãëàäêîé ãðàíèöû ∂Ω.

5.2 Çàäàíèå ãëàäêîé ãðàíèöû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûì ôóíêöèîíàëîì

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Áóäåì áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ãðàíèöà ∂Ω îòêðûòî-
ãî ìíîæåñòâà Ω ëîêàëüíî ãëàäêî çàäàíà ôóíêöèîíàëîì G, åñëè äëÿ
ëþáîé ãðàíè÷íîé òî÷êè u0 ∈ ∂Ω ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðóþ åå îòêðûòóþ
îêðåñòíîñòü Br(u0) ðàäèóñà r > 0 è íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå îòîá-
ðàæåíèå

G : Br(u0) 7→ R (5.15)

òàêîå ÷òî

∀u ∈ Ω ∩Br(u0) : G(u) < 0 (5.16)

∀u ∈ ∂Ω ∩Br(u0) : G(u) = 0 (5.17)

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî òî÷êè u ∈ Br(u0) ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü ÷òî
u /∈ Ω ⇒ G(u) > 0 (òàê êàê â ñëó÷àå u ∈ Ω ëèáî G(u) < 0 ëèáî G(u) = 0).
Òàêèì îáðàçîì â ïðåäåëàõ îêðåñòíîñòè Br(u0) ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè u ê
ìíîæåñòâó Ω, åãî ãðàíèöå ∂Ω, ëèáî ê äîïîëíåíèþ Ω, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
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åòñÿ çíàêîì G(u):

u ∈ Ω ⇔ G(u) < 0

u ∈ ∂Ω ⇔ G(u) = 0 (5.18)

u /∈ Ω ⇔ G(u) > 0

5.3 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè íó-

ëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé ê ïðåîáðàçîâàíè-

ÿì ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ

Ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷êè u0 ∈ ∂Ω â íåêîòîðîé åå îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
Br(u0) ãðàíèöà ∂Ω ëîêàëüíî ãëàäêî çàäàíà ôóíêöèîíàëîì G : Br(u0) 7→ R.
Ïóñòü x ∈ ∂Ω∩Br(u0) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω â îêðåñò-
íîñòè Br(u0). Ïóñòü U(t, x) : [0, T (x)] 7→ Br(u0) - ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðå-
øåíèå çàäà÷è Êîøè u̇ = f(u), u(0) = x îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå âðåìåíè
[0, T (x)], T (x) > 0. Óñëîâèå òîãî ÷òî ëîêàëüíîå ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â
òî÷êå x ∈ ∂Ω∩Br(u0) ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω íå ïîêèäàåò ãðàíèöó â òå÷åíèè
âñåãî îòðåçêà âðåìåíè íà êîòîðîì îíî îïðåäåëåíî, ïðèíèìàåò â ñèëó (5.18)
âèä

∀t ∈ [0, T (x)] : G(U(t, x)) = 0 (5.19)

òî åñòü ôóíêöèÿ G(u(t)) ïîñòîÿííà íà t ∈ [0, T (x)]. Îòñþäà íåìåäëåííî
ñëåäóåò ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ:

∀t ∈ [0, T (x)] :
d

dt
G(U(t, x)) = G′(U(t, x))f(U(t, x)) = 0 (5.20)

Òðåáîâàíèå ÷òîáû ëþáîå ëîêàëüíîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â
ëþáîé òî÷êå x ∈ ∂Ω∩Br(u0) íå ïîêèäàëî ∂Ω ïî êðàéíåé ìåðå äî âûõîäà èç
îêðåñòíîñòè Br(u0), òîãäà âëå÷åò

∀x ∈ ∂Ω ∩Br(u0) : G′(x)f(x) = 0 (5.21)

(â ñèëó òåîðåìû î ñîõðàíåíèè ôóíêöèåé çíàêà ñâîåé ïðîèçâîäíîé â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè, ãäå îíà ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå). Ïîýòîìó åñëè ìû õîòèì
ïîòðåáîâàòü ÷òîáû îáùàÿ ôîðìóëà (5.10) äàâàëà êîððåêòíîå ðåøåíèå êðà-
åâîé çàäà÷è (5.3)-(5.5) äëÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà, ìû äîëæíû
ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.21) â êàæäîé îêðåñòíîñòè Br(u0) ãðàíè-
öû ïî îòíîøåíèþ ê ïîëþ íàïðàâëåíèé f è ñîîòâåòñòâóþùåìó ôóíêöèîíàëó
G = Gu0

çàäàþùåìó ãðàíèöó ìíîæåñòâà Ω â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òàêèì îá-
ðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîãî ÷òî îáùàÿ ôîðìóëà (5.10) äàåò ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà èìååò âèä

∀x ∈ ∂Ω : G′(x)f(x) = 0 (5.22)

ãäå G - ôóíêöèîíàë, çàäàþùèé ãðàíèöó ìíîæåñòâà Ω â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè ñîäåðæàùåé òî÷êó x. Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.
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Çàìå÷àíèå 5.3.1. Çàìåòèì ÷òî ïðè âûâîäå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ (5.22)
íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé G′(x), êîòîðóþ âëå÷åò îïðåäåëåíèå 5.2.1 ãëàä-
êîé çàäàííîñòè ãðàíèöû ôóíêöèîíàëîì, ïî ñóùåñòâó íå áûëà èñïîëüçîâà-
íà.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ 5.22: Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
x ∈ ∂Ω ïðîèçâîäíàÿ G′(x) - ýòî íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, îòîá-
ðàæàþùèé ïðîñòðàíñòâî X â ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ R. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
h ∈ X òàêèõ ÷òî G′(x)h = 0 - ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî òåõ ïðèðà-
ùåíèé h = ∆x àðãóìåíòà x ôóíêöèîíàëà G(x), äëÿ êîòîðûõ åãî äèôôå-
ðåíöèàë dG(x) = G′(x)h (ò.å. ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ) îáðàùàåòñÿ â
íîëü. Ýòî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê
ãðàíèöå ∂Ω ìíîæåñòâà Ω â òî÷êå x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå u̇ = f(u)
îïðåäåëÿåò f(x) êàê âåêòîð íàïðàâëåíèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(5.11)â òî÷êå x. Ïîýòîìó óñëîâèå ∀x ∈ ∂Ω : G′(x)f(x) = 0 îçíà÷àåò ÷òî êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5.11) â êàæäîé òî÷êå
x ∈ ∂Ω ãðàíèöû ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàíèöå â ýòîé òî÷êå.

5.4 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè íó-

ëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé ê ïðåîáðàçîâàíè-

ÿì ïîëóãðóïïû ñäâèãîâ

Óñòàíîâèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.14) U(t, ∂Ω) ⊆ ∂Ω,
êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò êîððåêòíîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïî-
ëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà ñ ïîìîùüþ îáùåé ôîðìóëû (5.10)
(Tt(ϕ))(x) = ϕ(U(t, x)). Â ñèëó òåîðåìû 5.1.1 íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x ∈ ∂Ω
â òå÷åíèå íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè [0, T ] ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè u̇ = f(u), u(0) = x ñóùåñòâóåò è îñòàåòñÿ â ∂Ω.

Ïóñòü ñíîâà äëÿ êàæäîé òî÷êè u0 ∈ ∂Ω â íåêîòîðîé åå îòêðûòîé
îêðåñòíîñòè Br(u0) ãðàíèöà ∂Ω ëîêàëüíî ãëàäêî çàäàíà ôóíêöèîíàëîì
G : Br(u0) 7→ R, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà â îêðåñò-
íîñòè Br(u0). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè
ðåøåíèÿ íå âûõîäÿùåãî èç ∂Ω íàì ïîìèìî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ (5.22)
ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ:

1. Ïðîèçâîäíàÿ G′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∂Ω:

∀u ∈ ∂Ω ∩Br(u0) : G′(u) 6= 0 (5.23)

2. Ïðîèçâîäíàÿ G′ óäîâëåòâîðÿåò íà Br(u0) óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòîé 0 < KG′ <∞:

∀u1, u2 ∈ ∩Br(u0) : ‖G′(u1)−G′(u2)‖ ≤ KG′‖u1 − u2‖ (5.24)
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Ìû ïîñòðîèì ëîêàëüíîå ðåøåíèå êàê åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷-
êó íåêîòîðîãî ñæèìàþùåãî îïåðàòîðà H, îòîáðàæàþùåãî â ñåáÿ çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà ëîêàëüíûõ òðàåêòîðèé (ïîòåíöèàëüíûõ ëî-
êàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè). Ïðè ýòîì âûáåðåì îïåðàòîð òàêèì, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì òàêæå îòíîñèòåëüíî íîðìû - ñóïðåìóìà ìîäóëÿ
ôóíêöèîíàëà G íà äàííîé òðàåêòîðèè. Ýòî îáåñïå÷èò òî ÷òî íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îïåðàòîðà - ëîêàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè - áóäåò ëåæàòü ñòðîãî
â ∂Ω. Ñæèìàþùèé îïåðàòîð H ìû ïîñòðîèì êàê êîìïîçèöèþ äâóõ îïåðà-
òîðîâ H = F ◦ P .

� F - ýòî òðàäèöèîííûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

F : (F (y))(t) = u0 +

∫ t

0

f(y(s))ds

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èòåðàöèé íàä ïðîèçâîëüíîé íà÷àëü-
íîé òðàåêòîðèåé y0(t) ê ëîêàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè.

� P - îïåðàòîð ëîêàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè y(t) íà ïîâåðõ-
íîñòü ∂Ω ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω.

5.4.1 Îïåðàòîð ëîêàëüíîé ïðîåêöèè íà ∂Ω

Ïóñòü òî÷êà u0 ∈ ∂Ω, ôóíêöèîíàë G : Br(u0) 7→ R â íåêîòîðîé îò-
êðûòîé îêðåñòíîñòè Br(u0) òî÷êè u0 çàäàåò ãðàíèöó ∂Ω ìíîæåñòâà Ω, â
Br(u0) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà ïðîèçâîäíàÿ G′(x), êîòîðàÿ (ïðåäïîëîæå-
íèå (5.23)) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∂Ω. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Br(u0),
G′(x)(·) : X 7→ R - ýòî îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë. Â ñèëó
G′(u0) 6= 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò h ∈ X ÷òî G′(u0)h 6= 0.
Âûðàæåíèå G′(u0)h - ýòî ýëåìåíò áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâàX, â êîòîðîì îïðå-
äåëåíî ìíîæåñòâî Ω ⊂ X, ïîýòîìó G′(u0)h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ â X. Îïåðàòîð P ëîêàëüíîé ïðîåêöèè íà ∂Ω ñîïîñòàâ-
ëÿåò äàííîé òî÷êå u ∈ X òî÷êó P (u) ∈ ∂Ω. Òî÷êà P (u) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé u + sG′(u0)h, s ∈ R ñ ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω. Ïðÿ-
ìàÿ u + sG′(u0)h, s ∈ R ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó u â ôèêñèðîâàííîì
(íå çàâèñÿùåì îò u) íàïðàâëåíèè G′(u0)h. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ÷òî
òàêàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò, ìû îãðàíè÷èì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîðà ïðîåêöèè P íå âñåì ïðîñòðàíñòâîì X è äàæå íå îêðåñòíîñòüþ
Br(u0) â êîòîðîé îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë G, à íåêîòîðîé åå çàìêíóòîé ïîä-
îêðåñòíîñòüþ BδP (u0) ⊂ Br(u0) ðàäèóñà δP .

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè G′(x) â îêðåñòíîñòè Br(u0), äëÿ ëþáîãî äàííîãî
εG′ > 0 ìîæíî óêàçàòü δ = δ(εG′) > 0 òàêîå ÷òî

‖u− u0‖ ≤ δ ⇒ ‖G′(u)−G′(u0)‖ ≤ εG′ (5.25)

Äàëåå, òàê êàê G′(u0) 6= 0 òî ‖G′(u0)‖ > 0. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íîðìû
ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

‖G′(u0)‖ = sup
h∈X,‖h‖≤1

|G′(u0)h| = sup
h∈X,‖h‖=1

|G′(u0)h|
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è ñâîéñòâó sup, äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε‖G′‖ > 0 ìîæíî
óêàçàòü òàêîé ýëåìåíò h ∈ X, ‖h‖ = 1 ÷òî

‖G′(u0)h‖ − ε‖G′‖ < |G′(u0)h| ≤ ‖G′(u0)‖ (5.26)

ïðè÷åì â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèîíàëà G′(u0) ìîæíî âûáðàòü h òàê ÷òî
‖G′(u0)h‖ = G′(u0)h > 0, è òîãäà

‖G′(u0)‖ − ε‖G′‖ < G′(u0)h ≤ ‖G′(u0)‖ (5.27)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.25) ìîæíî îöåíèòü

‖u− u0‖ < δ ⇒ |G′(u)h−G′(u0)h| ≤ ‖G′(u)−G′(u0)‖‖h‖ ≤ εG′ (5.28)

Èç íåðàâåíñòâ (5.27) è (5.28) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó äëÿ ÷èñëà G′(u)h:

‖u− u0‖ < δ ⇒ G′(u)h ≥ ‖G′(u0)‖ − εG′ − ε‖G′‖ = ‖G′(u0)‖ − ε (5.29)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî ε = εG′ + ε‖G′‖. Âûáðàâ ε < ‖G′(u0)‖ ìû
ïîëó÷àåì

∀u ∈ Bδ(u0) : G′(u)h ≥ ‖G′(u0)‖ − ε > 0 (5.30)

Ââåäåì îòîáðàæåíèå v(t, u) : (R+
0 ×BδP (u0)) 7→ X:

v(t, u) = u− t · h · sign(G(u)) (5.31)

êîòîðîå îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè â X îò íà÷àëüíîé òî÷êè
u ∈ BδP (u0) âäîëü ïðÿìîé u + s · G′(u0)h, s ∈ R. Ýòî äâèæåíèå íà÷è-
íàåòñÿ â íàïðàâëåíèè óìåíüøåíèÿ ìîäóëÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû
G(v(0, u)) = G(u), òàê êàê

d

dt
G(v(t, u)) = −G′(v(t, u))h · sign(G(u)) (5.32)

è â ñèëó íåðàâåíñòâà (5.30) ∀v ∈ Bδ(u0) : G′(v)h > 0.
Âûáåðåì èíòåðâàë âðåìåíè äâèæåíèÿ t ∈ [0, T ] òàê ÷òîáû:

1. Â òå÷åíèè ýòîãî èíòåðâàëà âñå òðàåêòîðèè v(t, u) íà÷èíàþùèåñÿ â
îêðåñòíîñòè u ∈ BδP (u0) îñòàâàëèñü â îáúåìëþùåé åå îêðåñòíîñòè
Bδ(u0):

‖u− u0‖ ≤ δP , t ∈ [0, T ] ⇒ ‖v(t, u)− u0‖ ≤ δ (5.33)

2. Â òå÷åíèè ýòîãî èíòåðâàëà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ v(t, u) íà÷èíàþùà-
ÿñÿ â ëþáîé òî÷êå îêðåñòíîñòè u ∈ BδP (u0) ïåðåñåêëà ìíîæåñòâî ∂Ω,
òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ:

‖u− u0‖ ≤ δP ⇒ τ(u) = inf
t≥0
{t |G(v(t, u)) = 0} ≤ T (5.34)
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Çäåñü τ(u) - âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ìíîæåñòâà ∂Ω òî÷êîé, äâèæóùåéñÿ ïî òðà-
åêòîðèè v(t, u) èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ u.

Òàê êàê
∣∣ d
dtv(t, u)

∣∣ = |h| = 1, òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.33) äîñòàòî÷-
íî âçÿòü T = δ−δP (è ìû î÷åâèäíî äîëæíû âçÿòü δP < δ). Ïîñêîëüêó â òå÷å-
íèè âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà âðåìåíè t ∈ [0, T ] òðàåêòîðèè v(t, u)
íà÷èíàþùèåñÿ â u ∈ BδP (u0) îñòàþòñÿ â îêðåñòíîñòè Bδ(u0), òî ìû âïðàâå,
èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.30), óòâåðæäàòü ÷òî ∀u ∈ BδP (u0),∀t ∈ [0, T ]:

sign

(
d

dt
G(v(t, u))

)
= −sign (G(u)) (5.35)∣∣∣∣ ddtG(v(t, u))

∣∣∣∣ = G′(v(t, u))h ≥ ‖G′(u0)‖ − ε > 0 (5.36)

òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì u íà èíòåðâàëå t ∈ [0, T ] ïðîèçâîäíàÿ ïî t ôóíê-
öèè G(v(t, u)) èìååò çíàê ïðîòèâîïîëîæíûé íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíê-
öèè. Ïîýòîìó çà âðåìÿ τ(u) íå ïðåâûøàþùåå |G(u)|/(‖G′(u0)‖−ε) ôóíêöèÿ
G(v(t, u)) äîñòèãíåò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, ýòî îçíà÷àåò ÷òî òðàåêòîðèÿ òî÷êè
v(t, u) ïåðåñå÷åò ∂Ω.

Îöåíèì |G(u)| ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé (1.6):

|G(u)−G(u0)−G′(u0)(u−u0)| ≤ ‖u−u0‖ · sup
0≤θ≤1

‖G′(u0 +θ(u−u0))−G′(u0)‖

Òàê êàê u0 ∈ ∂Ω òî G(u0) = 0. Òàê êàê u ∈ BδP (u0) òî ‖u − u0‖ ≤ δP . Â
ñèëó (5.25) : sup

0≤θ≤1
‖G′(u0 +θ(u−u0))−G′(u0)‖ ≤ εG′ < ε. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì

îöåíêó

|G(u)−G′(u0)(u− u0)| < δP · ε
|G(u)| < |G′(u0)(u− u0)|+ ε · δP ≤
≤ ‖G′(u0)‖‖u− u0‖+ ε · δP ≤ ‖G′(u0)‖ · δP + ε · δP
|G(u)| < (‖G′(u0)‖+ ε) · δP (5.37)

è îöåíêó ñâåðõó äëÿ âðåìåíè τ(u) êîòîðîå ïðîéäåò äî ïåðåñå÷åíèÿ òðàåê-
òîðèè v(t, u) ñ ∂Ω:

τ(u) ≤ |G(u)|
‖G′(u0)‖ − ε

<
‖G′(u0)‖+ ε

‖G′(u0)‖ − ε
· δP (5.38)

Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü ÷òî âòîðîå óñëîâèå (5.34) τ(u) ≤ T = δ − δP
âûïîëíåíî ïðè

‖G′(u0)‖+ ε

‖G′(u0)‖ − ε
· δP ≤ δ − δP (5.39)

δP ≤
δ

2

(
1− ε

‖G′(u0)‖

)
(5.40)
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Äëÿ δP óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó (5.40) ìû òåïåðü ìîæåì îïðåäåëèòü
îïåðàòîð P = P (ε, δ, δP ) ëîêàëüíîé ïðîåêöèè íà ∂Ω:

P : BδP (u0) 7→ ∂Ω ∩Bδ(u0) (5.41)

P (u) = v(τ(u), u) (5.42)

Çàìå÷àíèå 5.4.1. Ïðè ïîñòðîåíèè îïåðàòîðà ïðîåêöèè ìû èñïîëüçîâà-
ëè íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíîé G′(x) âî âñåé îêðåñòíîñòè Bδ(u0). Óñëîâèå
æå (5.23) òîãî ÷òî G′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå èñïîëüçîâàëîñü
ëèøü â òî÷êå u0, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé ìû ñòðîèëè ïðîåêöèþ. Ïîýòî-
ìó óñëîâèå (5.23) â åãî îáùåé ôîðìå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì: äîñòàòî÷íî
ëèøü ïîòðåáîâàòü ÷òîáû â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êà
ãðàíèöû x áûëà äðóãàÿ òî÷êà ãðàíèöû x0 òàêàÿ ÷òî G′(x0) 6= 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè, íå âûõîäÿùåãî èç ∂Ω, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 5.4.2. Îïåðàòîð P ëîêàëüíîé ïðîåêöèè íà ∂Ω óäîâëåòâî-
ðÿåò íà BδP (u0) óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî KP < ∞
òàêîå ÷òî

∀u1, u2 ∈ BδP (u0) : ‖P (u1)− P (u2)‖ ≤ KP · ‖u1 − u2‖ (5.43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1, u2 ∈ BδP (u0) ⊂ Bδ(u0). Èç íåðàâåíñòâà (5.25)
ñëåäóåò ∀u ∈ Bδ(u0) : ‖G′(u)‖ ≤ ‖G′(u0)‖+ εG′ < ‖G′(u0)‖+ ε, ïîýòîìó

|G(u1)−G(u2)| ≤ ‖u1−u2‖· sup
0≤θ≤1

‖G′(u1)+θ(u1−u2)‖ ≤ ‖u1−u2‖·(‖G′(u0)‖+ε)

(5.44)
Êðîìå òîãî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (5.31) îòîáðàæåíèÿ v(t, u) è îïðåäåëåíèÿ
(5.42) îïåðàòîðà ïðîåêöèè äëÿ i = 1, 2 èìååì

‖ui − P (ui)‖ = ‖ui − v(τ(ui), ui)‖ = ‖τ(ui) · h‖ =

= |τ(ui)| ≤ {ñì. (5.38)} ≤ |G(ui)|
‖G′(u0)‖ − ε

(5.45)

Ðàçáåðåì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1: sign(G(u1)) 6= sign(G(u2)), ò.å. òî÷êè u1 è u2 ëåæàò ïî
ðàçíûå ñòîðîíû îò ∂Ω. Òîãäà

‖G(u1)‖+ ‖G(u2)‖ = |G(u1)−G(u2)| ≤ ‖u1 − u2‖ · (‖G′(u0)‖+ ε) (5.46)

‖G(ui)‖ ≤ ‖u1 − u2‖ · (‖G′(u0)‖+ ε), i = 1, 2 (5.47)

Òîãäà

‖ui − P (ui)‖ ≤ {ñì. (5.45)} ≤ |G(ui)|
‖G′(u0)‖ − ε

≤ ‖G
′(u0)‖+ ε

‖G′(u0)‖ − ε
‖u1 − u2‖
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‖Pu1 − Pu2‖ = ‖(Pu1 − u1) + (u1 − u2) + (u2 − Pu2)‖ ≤
≤ ‖(Pu1 − u1)‖+ ‖(u1 − u2)‖+ ‖(u2 − Pu2)‖ ≤

≤ (‖G′(u0)‖+ ε)

‖G′(u0)‖ − ε
‖u1 − u2‖+ ‖(u1 − u2)‖+

(‖G′(u0)‖+ ε)

‖G′(u0)‖ − ε
‖u1 − u2‖ ≤

≤
(

1 + 2
(‖G′(u0)‖+ ε)

‖G′(u0)‖ − ε

)
‖(u1 − u2)‖

(5.48)

Ñëó÷àé 2: sign(G(u1)) = sign(G(u2)), ò.å. òî÷êè u1 è u2 ëåæàò ñ
îäíîé è òîé æå ñòîðîíû îò ∂Ω. Òàê êàê d

dtv(t, ui) = −h · sign(G(ui)) è

sign(G(u1)) = sign(G(u2)) òî d
dtv(t, u1) = d

dtv(t, u2) ïîýòîìó ∀t ≥ 0 :
‖v(t, u1)− v(t, u2)‖ = ‖u1 − u2‖. Â ìîìåíò âðåìåíè τmin = min{τ(u1, τ(u2))}
îäíà èç òî÷åê òðàåêòîðèé v(t, ui) äîñòèãíåò ∂Ω. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
τ1 = τ(u1) ≤ τ(u2) = τ2. Òîãäà

‖Pu1 − Pu2‖ = ‖v(τ1, u1)− v(τ2, u2)‖ =

= ‖(v(τ1, u1)− v(τ1, u2)) + (v(τ1, u2)− v(τ2, u2))‖ ≤
≤ ‖(v(τ1, u1)− v(τ1, u2))‖+ ‖(v(τ1, u2)− v(τ2, u2))‖ =

= ‖u1 − u2‖+ ‖(v(τ1, u2)− v(τ2, u2))‖

(5.49)

Òàê êàê | ddtv(t, u)| = ‖h‖ = 1 òî ‖(v(τ1, u2)− v(τ2, u2))‖ = τ2 − τ1 è

‖Pu1 − Pu2‖ ≤ ‖u1 − u2‖+ (τ2 − τ1) (5.50)

Àíàëîãè÷íî ñ (5.44) ìû ìîæåì îöåíèòü

|G(v(τ1, u1))−G(v(τ1, u2))| ≤ ‖(v(τ1, u1)− v(τ1, u2)‖(‖G′(u0)‖+ ε) =

= ‖u1 − u2‖(‖G′(u0)‖+ ε) (5.51)

è, òàê êàê G(v(τ1, u1)) = 0, òî

|G(v(τ1, u2))| ≤ ‖u1 − u2‖(‖G′(u0)‖+ ε) (5.52)

Çíà÷åíèå |G(v(t, u2))| íà èíòåðâàëå t ∈ [τ1, τ2] óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, ñî ñêî-
ðîñòüþ (â ñèëó (5.36)) íå ìåíåå ‖G′(u0)‖ − ε, ïîýòîìó

τ2 − τ1 ≤
|G(v(τ1, u2))|
‖G′(u0)‖ − ε

≤ ‖G
′(u0)‖+ ε

‖G′(u0)‖ − ε
‖u1 − u2‖ (5.53)

(5.50) ⇒ ‖Pu1 − Pu2‖ ≤
(

1 +
‖G′(u0)‖+ ε

‖G′(u0)‖ − ε

)
‖u1 − u2‖ (5.54)

5.4.2 Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-

øè äëÿ ïîëóãðóïïû Ut, íå âûõîäÿùåãî èç ∂Ω

Òåîðåìà 5.4.3. Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, Ω ⊂ X åãî îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî. Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Br(u0) òî÷êè u0 ∈ ∂Ω

70



ãðàíèöà ∂Ω ëîêàëüíî ãëàäêî çàäàíà ôóíêöèîíàëîì G : Br(u0) 7→ R, ïðè-
÷åì ïðîèçâîäíàÿ G′(x) íà Br(u0) ñóùåñòâóåò, íåïðåðûâíà, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé KG′ <∞ è

1. ëèáî G′(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ∂Ω ∩Br(u0),

2. ëèáî äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 ∈ ∂Ω â êîòîðîé G′(x0) = 0 â ëþáîé ñêîëü
óãîäíî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈ ∂Ω òàêàÿ ÷òî
G′(x) 6= 0.

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Br(u0) 7→ X, íà Br(u0) íåïðåðûâíî è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé Kf <∞ è ïóñòü

∀uΓ ∈ ∂Ω ∩Br(u0) : G′(uΓ)f(uΓ) = 0 (5.55)

Òîãäà íà íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [−η, η] ñó-
ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè{

u̇ = f(u)

u(0) = u0

(5.56)

ïðè÷åì ∀t ∈ [−η, η] : u(t) ∈ ∂Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ÷òî G′(u0) 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå çàìåíèì u0 íà íåêîòîðóþ äðóãóþ òî÷êó ũ0 ∈ ∂Ω ∩ Br(u0) òàêóþ ÷òî
G′(ũ0) 6= 0, êîòîðàÿ íàéäåòñÿ ïî óñëîâèÿì òåîðåìû. Îïðåäåëèì ñîãëàñíî
(5.41)-(5.42) äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0, δP < δ < r îïåðàòîð ëîêàëüíîé ïðîåêöèè

Ppt = Ppt(ε, δ, δP ) : BδP (u0) 7→ ∂Ω ∩Bδ(u0) (5.57)

Äëÿ äàííûõ η > 0, δ > 0 îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Yη,δ = C([−η, η], Bδ(u0))
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [−η, η] â çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü Bδ(u0),
ñî ñòàíäàðòíîé sup-íîðìîé

∀y ∈ Yη,δ : ‖y‖ = sup
−η≤t≤η

‖y(t)‖ (5.58)

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëíî. Îïðåäåëèì äåéñòâóþùèé íà
ïðîñòðàíñòâå Yη,δ îïåðàòîð F :

∀y ∈ Yη,δ : (F (y))(t) = u0 +

∫ t

0

f(y(s))ds (5.59)

Âûáåðåì η òàêèì ÷òîáû îïåðàòîð F îòîáðàæàë Yη,δ â Yη,δP : ïóñòü

Mf,δ = sup
x∈Ω∩Bδ(u0)

‖f(x)‖ (5.60)

Â ñèëó ëèïøèöåâîñòè f íà Bδ(u0), Mf,δ <∞. Òîãäà ∀y ∈ Yη,δ,∀t ∈ [−η, η]:

‖(F (y))(t)− u0‖ =

∥∥∥∥∫ t

0

f(u(s))ds

∥∥∥∥ ≤ η ·Mf,δ (5.61)
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è ïðè η ≤ δP /Mf,δ îïåðàòîð F îòîáðàæàåò Yη,δ â Yη,δP . Îïðåäåëèì ïðî-
ñòðàíñòâî

Zη,δ = C([−η, η], ∂Ω ∩Bδ(u0)) (5.62)

íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà [−η, η] â ∂Ω ∩ Bδ(u0)), ñ òîé æå sup-
íîðìîé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíûõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè Bδ(u0),
ñëåäóþùèõ ïî ïîâåðõíîñòè ∂Ω. Ïðèìåíèâ îïåðàòîð ëîêàëüíîãî ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ Ppt ïîòî÷å÷íî ê òî÷êàì òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèé y ∈ Yη,δP , ìû
ïîëó÷èì îïåðàòîð P ïðîåêòèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé:

P : Yη,δP 7→ Zη,δ

∀y ∈ Yη,δP : (P (y))(t) = Ppt(y(t)) (5.63)

Òàê êàê

F : Yη,δ 7→ Yη,δP (5.64)

è Zη,δ ⊂ Yη,δ (5.65)

òî ìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð H:

H : Yη,δP 7→ Yη,δP (5.66)

H = F ◦ P (5.67)

Âûáåðåì η > 0 òàêèì ÷òîáû îïåðàòîð H áûë ñæèìàþùèì. Äëÿ
y1, y2 ∈ Yη,δP èìååì îöåíêó:

‖Py1 − Py2‖ = sup
−η≤t≤η

‖(Py1)(t)− (Py2)(t)‖ ≤ (5.68)

≤ sup
−η≤t≤η

KP ‖y1(t)− y2(t)‖ ≤ KP ‖y1 − y2‖ (5.69)

ãäå KP - êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ îïåðàòîðà Ppt ëîêàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ. Äëÿ z1, z2 ∈ Zη,δ èìååì îöåíêó:

‖Fz1 − Fz2‖ = sup
−η≤t≤η

∥∥∥∥∫ t

0

(f(z1(s))− f(z2(s))) ds

∥∥∥∥ ≤ (5.70)

≤ η ·Kf · sup
−η≤t≤η

‖z1(t)− z2(t)‖ = ηKf‖z1 − z2‖ (5.71)

Ïîýòîìó äëÿ y1, y2 ∈ Yη,δP ìîæíî îöåíèòü

‖Hy1−Hy2‖ = ‖FPy1−FPy2‖ ≤ ηKf‖Py1−Py2‖ ≤ ηKfKP ‖y1−y2‖ (5.72)

è ïðè η < 1/(KfKP ) îïåðàòîð H - ñæèìàþùèé. Òàê êàê H îòîáðàæàåò
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Yη,δP â ñåáÿ, òî îí èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó y = (Hy) ∈ Yη,δP .

Ââåäåì ïîëóíîðìó

‖y‖G = sup
−η≤t≤η

|G(y(t))| (5.73)
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Ìû ïîêàæåì ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ η > 0 âûïîëíÿåòñÿ ‖y‖G = 0.
Îáîçíà÷èì z = P (y), z ∈ Zη,δ. Òîãäà y = Hy = FPy = Fz òî åñòü{

y = Fz

z = Py
(5.74)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (5.45) èìååì ∀t ∈ [−η, η]:

‖y(t)− z(t)‖ = ‖y(t)− Ppt(y(t))‖ ≤ |G(y(t))|
‖G′(u0)‖ − ε

(5.75)

îòêóäà ‖y − z‖ ≤ ‖y‖G
‖G′(u0)‖ − ε

(5.76)

Òàê êàê y = Fz, òî åñòü y(t) = u0 +
∫ t

0
f(z(s))ds è u0 ∈ ∂Ω⇒ G(u0) = 0 òî

G(y(t)) = G(y(t))−G(u0) =

∫ t

0

(
d

ds
G(y(s))

)
ds =

∫ t

0

G′(y(s))f(z(s))ds

|G(y(t))| =
∣∣∣∣∫ t

0

G′(y(s))f(z(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0

|G′(y(s))f(z(s))|ds (5.77)

Â ñèëó òîãî ÷òî G′(x) óäîâëåòâîðÿåò íà Br(u0) ⊃ Bδ(u0) óñëîâèþ Ëèïøèöà
ñ êîíñòàíòîé KG′ <∞ ìû ìîæåì îöåíèòü

‖G′(y(s))−G′(z(s))‖ ≤ KG′‖y(s)− z(s)‖ ≤

≤ KG′‖y − z‖ ≤ {ñì. (5.76)} ≤ KG′

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖G (5.78)

Òàê êàê ∀s ∈ [−η, η] : z(s) ∈ ∂Ω òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû (5.55)

∀s ∈ [−η, η] : G′(z(s))f(z(s)) = 0

. Ïîýòîìó ìîæíî îöåíèòü

|G′(y(s))f(z(s))| = |(G′(y(s))−G′(z(s))) f(z(s))| ≤
≤ ‖G′(y(s))−G′(z(s))‖‖f(z(s))‖ ≤ {ñì. (5.78)}

≤ KG′

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖G‖f(z(s))‖ ≤ KG′ ·Mf,δ

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖G (5.79)

Òåïåðü îöåíêà (5.77) çàïèøåòñÿ êàê

|G(y(t))| ≤
∫ t

0

KG′ ·Mf,δ

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖Gds ≤ |t| ·

KG′ ·Mf,δ

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖G ⇒

‖y‖G = sup
−η≤t≤η

|G(y(t))| ≤ η · KG′ ·Mf,δ

‖G′(u0)‖ − ε
‖y‖G (5.80)
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Åñëè âçÿòü η > 0 òàêîå ÷òî

η · KG′ ·Mf,δ

‖G′(u0)‖ − ε
= q < 1 (5.81)

òî ìû ïîëó÷àåì ‖y‖G ≤ q · ‖y‖G ãäå 0 < q < 1, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó-
÷àå ‖y‖G = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òî÷êè òðàåêòîðèè y(t), t ∈ [−η, η] ïðèíàä-
ëåæàò ïîâåðõíîñòè ∂Ω è y = z. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (5.74) âûïîëíÿåòñÿ
y = Fz = Fy, òî åñòü y óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ y = Fy
à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (5.56). Òàêèì îáðàçîì, ìû äî-
êàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5.56), êîòîðîå íå
âûõîäèò èç ∂Ω. Ýòî ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ [−η, η]
ãäå

0 < η < min{ δP
Mf,δ

,
1

KfKP
,
‖G′(u0)‖ − ε
KG′ ·Mf,δ

} (5.82)

5.5 Ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ çà-

äà÷è Êîøè, êîððåêòíî îïðåäåëÿþùå-

ãî ïîëóãðóïïó ñäâèãîâ íà ïðîñòðàíñòâå

C0
b,∂Ω=0(Ω, Y )

Â ñèëó òåîðåìû 5.1.1, ìû ïîëó÷àåì:

Òåîðåìà 5.5.1. Ïóñòü óñëîâèÿ òåîðåìû 5.4.3 âûïîëíåíû â êàæäîé òî÷êå
ãðàíèöû u0 ∈ ∂Ω, à îòîáðàæåíèå f ∈ C(Ω, X) óäîâëåòâîðÿåò íà âñåì
ìíîæåñòâå Ω óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé Kf <∞. Òîãäà
îáùàÿ ôîðìóëà (5.10)

(Ttϕ)(x) = ϕ(U(t, x))

(ãäå U(t, x) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.11)) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ïîëóãðóï-
ïó, êîòîðàÿ ñëóæèò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîä-
íîãî ñäâèãà (5.3)-(5.5), îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå C0

b,∂Ω=0(Ω, Y ) íåïðå-
ðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ
(5.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê óñëîâèÿ òåîðåìû 5.4.3 âûïîëíåíû â êàæäîé òî÷-
êå ãðàíèöû u0 ∈ ∂Ω, òî ïî òåîðåìå (5.1.1) ìû ïîëó÷àåì ÷òî äëÿ âñåõ íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé xΓ ∈ ∂Ω ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîå âî âðåìåíè ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (5.11), ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.14)

∀xΓ ∈ ∂Ω,∀t ≥ 0 : U(t, xΓ) ∈ ∂Ω

êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò èíâàðèàíòíîñòü ìíîæåñòâà ∂Ω ê äåéñòâèþ ïðåîáðà-
çîâàíèé Ut.
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Òàê êàê âñå ëîêàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè c íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè xΓ ∈ ∂Ω îñòàþòñÿ â ∂Ω ⊂ Ω è f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà
âñåì Ω, òî ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.4.2 è ìîæíî óòâåðæäàòü ÷òî äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x ∈ Ω â òå÷åíèè ëþáîãî êîíå÷íîãî îòðåçêà âðåìå-
íè [0, T ] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
d
dtU(t, x) = f(U(t, x)), U(0, x) = x, íå âûõîäÿùåå èç Ω. Ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèþ 2.7.1 ýòî îçíà÷àåò ÷òî

1. îòîáðàæåíèå U(t, x) îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó,
îòîáðàæàþùóþ Ω â ñåáÿ

2. Dom(AU ) = Ω è ∀x ∈ Ω: AU (x) = f(x)

òî åñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (5.7)-(5.8). Ïîêàæåì ÷òî âûïîëíåíî òàê-
æå ïðåäïîëîæåíèå (5.9):

∀ϕ ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ), ∀t ≥ 0 : ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b,∂Ω=0(Ω, Y )

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì åãî â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå (5.12):

(
ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b,∂Ω=0(Ω, Y )
)
⇔

{
ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b (Ω, Y )

∀xΓ ∈ ∂Ω : ϕ(U(t, xΓ)) = 0

Ïóñòü ϕ ∈ C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ). Òàê êàê f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà

âñåì Ω, òî ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.5.1, èç êîòîðîé ñëåäóåò ÷òî îòîáðàæåíèå
U(t, x) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé x íà x ∈ Ω è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
ϕ(U(t, x)) íåïðåðûâíî ïî ïåðåìåííîé x. Òàê êàê U(t, x) ∈ Ω è ϕ(x) îãðàíè÷å-
íà íà x ∈ Ω òî ϕ(U(t, x)) òàêæå îãðàíè÷åíà íà x ∈ Ω. Ñëåäîâàòåëüíî âûïîë-
íÿåòñÿ ϕ(U(t, ·)) ∈ C0

b (Ω, Y ). Òàê êàê ìíîæåñòâî ∂Ω èíâàðèàíòíî ê ïðåîáðà-
çîâàíèÿì Ut, òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå óñëîâèå ∀xΓ ∈ ∂Ω : ϕ(U(t, xΓ)) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî òðåòüå ïðåäïîëîæåíèå (5.9).

Èòàê, âûïîëíåíû âñå òðè ïðåäïîëîæåíèÿ ñëåäñòâèÿ 2.6.3, ñëåäîâàòåëü-
íî, âåðíî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ î òîì ÷òî îáùàÿ ôîðìóëà (5.10)

(Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·))

(ãäå U(t, x) - ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.11)) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ïîëóãðóï-
ïó, êîòîðàÿ ñëóæèò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîä-
íîãî ñäâèãà (5.3)-(5.5), îïðåäåëåííóþ íà ïðîñòðàíñòâå C0

b,∂Ω=0(Ω, Y ) íåïðå-
ðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâîìó óñëîâèþ
(5.1).
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5.6 Ïðèìåð ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâè-

ãà, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå îòîáðàæå-

íèé Φ, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì

Â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Φ = Dom(Tt) ïîëó-
ãðóïïû íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà ÿâëÿëàñü ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì:

Φ = C0
b (Ω, Y ) (5.83)

Φ = C0
b,∂Ω=0(Ω, Y ) (5.84)

Ïîêàæåì ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëóãðóïïó íåîäíîðîäíîãî ñäâèãà íà ìíî-
æåñòâå îòîáðàæåíèé Φ, êîòîðîå íåçàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðà-
öèé íàä åãî ýëåìåíòàìè.

Ïóñòü êàê è ðàíåå X,Y - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, Ω ⊂ X - îòêðûòîå ìíî-
æåñòâî â X. Ïóñòü çàäàíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ψ : ∂Ω 7→ Y . Çàäàäèì
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëóãðóïïû íåîäíîðîäíûõ ñäâèãîâ Tt ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

Dom(Tt) = Φψ =
{
ϕ ∈ C0

b (Ω, Y ) |∀xΓ ∈ ∂Ω : ϕ(xΓ) = ψ(xΓ)
}

(5.85)

Åñëè ψ ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå xΓ ∈ ∂Ω, òî
ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé Φψ íåçàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ îïåðàöèé
íàä åãî ýëåìåíòàìè.

Ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Ω 7→ X òàêîâî ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 5.5.1, è ïîýòîìó äëÿ ïîëóãðóïïû U(t, x) îïðåäåëåííîé êàê
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5.11) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.14)

∀xΓ ∈ ∂Ω,∀t ≥ 0 : U(t, xΓ) ∈ ∂Ω

Ïóñòü êðîìå òîãî îòîáðàæåíèå f òàêîâî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∀xΓ ∈ ∂Ω,∀t ≥ 0 : ψ(U(t, xΓ)) = ψ(xΓ) (5.86)

Ëåãêî ïðèâåñòè ïðèìåð êîãäà óñëîâèå (5.86) âûïîëíÿåòñÿ:
Ïóñòü ∂Ω - ïîâåðõíîñòü òîðà â R3, è òî÷êà xΓ ∈ ∂Ω çàäàåòñÿ äâóìÿ óãëàìè
θ1, θ2. Ïóñòü ïîëå íàïðàâëåíèé f , êàñàòåëüíîå ê ïîâåðõíîñòè òîðà, òàêîâî,
÷òî òðàåêòîðèè U(t, xΓ) ïðè ôèêñèðîâàííîì xΓ ∈ ∂Ω äâèæóòñÿ âäîëü ëèíèé
θ1 = const. È ïóñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ψ(θ1, θ2) íå çàâèñÿò îò θ2. Òîãäà
óñëîâèå (5.86) âûïîëíåíî.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (5.86), âåðíî âêëþ÷åíèå

∀ϕ ∈ Φψ,∀t : ϕ(U(t, ·)) ∈ Φψ (5.87)

(òîò ôàêò ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ(U(t, x)) íåïðåðûâíî ïî x è îãðàíè÷åíî íà
x ∈ Ω óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå êàê è â òåîðåìå 5.5.1) òî åñòü âûïîëíåíî
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óñëîâèå (2.18) ñëåäñòâèÿ 2.5.2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî îòîáðàæåíèé T (t, ϕ) îïðåäåëåííîå ïî ôîðìóëå

∀t ≥ 0,∀ϕ ∈ Φψ : (Ttϕ)(·) = ϕ(U(t, ·)) (5.88)

îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîëóãðóïïó, îòîáðàæàþùóþ ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèé Φψ â ñåáÿ.
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